Losningar till MVE018/017/TMV139 Matematisk analys i en variabel for I1 och Z1 24-04-05

1. (a) Du ser att y konstant +1 16ser ekvationen. Annars ger omskrivning

!
1
1 — 2 el y __ 2
Ty y® eller T -

som du integrerar till

1
/ dy :/fdlenx—FC’l
1 — 92 T

dér Cp ar en godtycklig konstant.
Pratialbraksuppdelning ger

dy 1 1 1 1. |14y
1-y)(1+4+y) 2 1—y 1+y 2 1—-y
sa )
ln‘w‘ = 2Inz + Oy
l—-y
dér konstanten Cs dr godtycklig.
Exponentiering ger
1 1
) Cz2®  eller Y _ +C32° = Ca? = f(2)
L—y lL—y

dér C &r en godtycklig konstant # 0.
Omskrivning ger

14y =f(1—-y) eller yl+f)=/f-1
sa att
f—-1 2 2
f+1 f+1 Cz? +1
Hér ger C'= 0 16sningen y = —1.

Svar: y = 1 — 2/(Ca? + 1) dir C &r en godtyckligt konstant, samt y = 1
(b) Den karaktiiristiska ekvationen ir 0 = 72 +9 = (r + 34)(r — 31) sa lésningarna
till den homogena ekvationen &r
yp = €%% (A cos3z 4+ Bsin3dz)

dir A och B ar godtyckliga konstanter.
Anséttning av partikuldrlosning ger

9|y, = az®>+bz+c
Lly, = 2a

som vid inséttning ger
9ax® + 9bx + (2a + 9¢) = 2*
saatta = 1/9, b = 0 och c = —2/81.

Losningarna till ekvationen &r nu y = y, + ¥p .

Svar: y = Acos3z + Bsin3z + 22/9 — 2/81 dir A och B dr godtyckliga
konstanter.



3.

4.

(a) Variabelbytet ¢ = cosx, dt = —sinxdx ger efter omskrivning

/ sinz / sin d / dt 1/ 1 1 gt
R — = —_——dx = - = - P =
3 + sin?z 4 — cos?x 2 — 4 4 t—2 t+2

71
= n
4 COS T + 2

COSI2‘

Svar: (In|(cosz — 2)/(cosz + 2)|)/4,.

(b) Partialbraksuppdelning ger
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Svar: In2 4+ 7/4.

Kénda Maclaurinutvecklingar &r

sinx = x—x3/3!+gg5/5!+...
e’ = 1+m—|—x2/2!+x3/3!+...
cost = 1 —t%/2 4 t1/24 — ...

22

oo
> -+ arctan x]
1

som ger
tsint® = t* — t19/6 4 .-
och ,
e cost = (14+ 2 +t4/2 4+ )1 — £2/2 + t*/24 + -.)
sa att

tsin ¢ t* + termer av hogre grad

et?cost — 1 +at>  (a+1/2)t2 + t4/24 + termer av hogre grad ’

Nér a # —1/2 dominerar tiljaren nér ¢t — 0 och grénsvérdet blir 0 sa a ska vara —1/2

s& att kvoten efter forkortning med t* blir

1 + termer med ¢

— 24
1/24 4+ termer med ¢t
nart — 0.
Svar: @ = —1/2 och grinsvirdet dr da 24.
(a) Med a,, = (24 (=1)"TH)z"/(2n)! giller att
any1| | 24 (—1)n g2 (2n)!
anp, (2n + 2)! (24 (=1)ntl)z2n
) 1 2+ (—1)"

T entD@nt2) 2+ (1)t

— 0



nir n — oo, eftersom den sista kvoten antingen &r 3 eller 1/3.
Kvotkriteriet ger darfor att konvergensintervallet &r hela reella tallinjen.

Svar: (—o0, 00).

(b) Kénda Maclaurinutvecklingar ger

n

oo oo oo
e, x _ N Z (=D"z" (1+(=D)")a"

och eftersom 1+ (—1)" = 0 néir n &r udda géller att

o0
222"
T —r __
et =) (2n)!
n=0
sa att
o~ (-D)"
p(x):e”f—i—e_’”—z " = e” + e % — cosz.

n=0

Den givna serien ir p(1) si dess summa ir e + e~ — cos1.

Svar: e + 1/e — cos1.

2
5. Arean ges av integralen A = 271'/ x/ 1+ f(z)?dx
0

dir f'(x) = x. Integration ger

A = 27r/02x\/1+m2da: = 'W[(1+$2)3/2}Z = 2%(5\/5— 1).

[SCR )

Svar: 27(5v5 — 1)/3.

6. Enligt formel &ar grafens langd

3
L = /2 V14 fl(x)?dx

dar .
/ 1 + 272 — 1 1
@) = =
x + Va2 —1 Vaz =1
vilket ger

L = /:Hl—%—leldx:/;%da::
= [ver 1] = vB- 3,
Svar: /8 — /3.



7. Normalen i punkten (a, f(a)) har ekvationen

1
y = *W(I* a) + f(a)

och skéir z-axeln nir hogra ledet dr 0 dvs néir x = a + f'(a)f(a) = b.

Triangeln med horn i (a, 0) (a, f(a)) och (b, 0) &r ritvinklig sa dubbla arean ges av
[f(a) = 0]-[b—al = |f(a)*f'(a)]
som alltsa ska vara 4 for alla a vilket ger
f@)? f'(z) = 4
som integreras till
f(@)?3/3 = 42 + O eller  f(z)® = +122 + C

for nagra konstanter C7 och C'.

Eftersom f(3) = 2 giller att 8 = +36 + C sa att C &r 44 nir koefficienten framfor
x &r negativ och C' = —28 annars.

Svar: f(z) = /44 — 122 samt f(x) = v/12x — 28.



