Losningar till MVE018/017/TMV139 Matematisk analys i en variabel for I1 och Z1 24-01-08

1. (a) Omskrivning ger yy'/2 = —x/2 som integreras till

y? = =2+ C, oy
Villkoret y(0) = 1 ger att C' = 1, och att

+vC — 2.

y = V1 — 22,
Svar: y = V1 — 22.

(b) Multiplikation med z? och 6verflyttning ger

, 2 T
4 27 z+1
Eftersom — [2/xdx = —2Inz &r
e—21nz _ JJ_Q

en integrerande faktor. Multiplikation med den ger

1
D(z7%) = ————.
(™) x(z + 1)
Integration med PBU ger, eftersom = > 0,

g__/diw_/ L N

2 o(r +1) z+1 v

ln<x+1>+0
x

dér C &r en godtycklig konstant.

e

Svar: y = 2?(In((x + 1)/z) + C) diir C &r en godtycklig konstant.

2. (a) Partialbraksuppdelning ger
> dx * /1 1 1 oo
= T — dx:{———arctanx =
1 22(1+2?) 1 \=z 1+ x 1
v v ™
00— — 1 — 1 —-.
2 Tt 4 4

Svar: 1 — 7/4.

(b) Eftersom sin? = (1 — cos2z)/2 giller att

1
/e“’sin2xdx = 5/(693 — e"cos2x)

z 1
% - i/eicos2xd:v



Séatt den sista integralen till I. Cyklisk partiell integration ger da
I = e€%cos2x + 2/emsin2zdx = e%cos2x + 2 (ez sin2x — 2/emcos2xdx) =

= e%cos2xz + 2esin2x — 41

sa att )
I= 5605 (cos2z + 2sin2z)
vilket ger

/emsin%:dx = % - %(cost + 2sin2x)

Svar: e”(5 — cos2z — 2sin2x)/10.

3. Kédnda Maclaurinutvecklingar &r

el = 14+t+ 22 + 33 + -
In(1+t) = t—t3/2+t3/3 - ...
cosxz = 1 —2%/2 + 2%/24 — ...
som ger
2,4 3,.6
42 —In(1 + a2?) = 4x2—<am2—a; +a; —) =
CLQZA Cl3.136
= (4—a)r? — .
(4—a)z® + 5 3 +
2 4 2 4
e~ /2 cos:z:<1x2+x8+~><1z2+24+ )
12
och

0= 422 —In(1 +ax®) (4 —a)2? + a®2?/2 + -

e=¥*/2 — cosw x4 /12 + -

For att @ ska ha ett grinsvirde nir x — 0 krdvs dérfor att a = 4. Da géller att

16/2 + termer med z

@ = 1/12 + termer med x

— 96

niar x — 0.

Svar: ¢ = 4 och gransvérdet &r da 96.



4. (a) Med a,, = (=1)"(z — 1)""/(n(n+ 1)) giller att

(x — 1) +2 nn+1)

n+1)(n+2) (z—1)n*+

1
14+2/n

Anp+1
Qn

— |z 1]

= |z — 1|

nir ¢ — 0 sa kvotkriteriet ger konvergens nér |z — 1| < 1 och divergens nér
|z — 1] > 1.

Néarz = 2 ar
o (=
@) = 772::1 nin+1)

som #r alternerande ddr 1/(n(n 4+ 1)) avtar mot 0 nir n — oo. Kriteriet for
alternerande serier ger déarfor att p(2) konvergerar.

Néarz = 0 ar
= 1
0) = — R A——
p(0) ;n(n—i—l)

dir 1/(n(n +1)) < 1/n?. Eftersom 2 > 1 konvergerar > 1/n? si jimforelsekri-
teriet ger att p(0) konvergerar.

Svar: [0, 2].

(b) Derivering ger

n n:0n+1

A =3 V= o EW - o) = e
n=1
och integration
plz) + C = —/1-1nxdx — [PI} = —(zlnz — «) = «(1—Ilnz).
Eftersom p(1) = 0 giller att C = 1 och p(z) = (1 — lnz) — 1.

Svar: p(z) = (1 — Inz) — 1.

5. Enligt skivformeln ges volymen av

o x
V = _d
71-/0 2t + 322 12
Variabelbytet t = 22, dt/2 = dx ger
™ dz s dx
v = - T/ % _ _ (ppU
2/t2+3t+2 2/(t+1)(t+2) {PBU}

m 1 1 T t+ 1\ T 1

Svar: (wln2)/2.



6. Enligt formel &ar grafens laingd

V3 V3
L = / V14 fl(x)2de = / V14 2?de.
0 0

eftersom f'(z) = x.

Variabelbytet = tant, dr = 1/cos?tdt och 1 + tan?t = 1/cos®t ger
/3 1 /3 o 2t 2 ¢ w/3 int /3 1

L = / —_dt = / R / sint - " di +/ ——dt =
0 cos” t 0 cos” t 0 cos” t 0 cost

13 1 ™8 /8
= {PI} = [751112%7} _7/ —dt+/ —dt =
cos?tlo 2 )y cost o  cost

Variabelbytet s = sint, ds = costdt ger nu

1 cost ds
—dt = ——dt = ——— = {PBU } =
cost /l—sinzt /(1—5)(1+5) { J

1 1 1 1. |1+s 1. [ (1+s)?
2/(1—s+1+3) ° 2“‘1—3 2“’ 1— 52
‘1+sint‘
= In
cost
sa att
1 1 int\ 17/3 1
L:\/§—|—7[ln + s } :\/§+7<ln(2—|—\/§)—ln1>.
2 cost 0 2

Svar: /3 + In(2 + v/3)/2.

7. Variabelbytet s = /z, 2sds = dx ger

/tanQ\/Eda: = /2stan28d8 = 2(/s(tan25+ 1)ds — /sds) = {PI} =

2
= 2<stans/tansds 82) = 2yxtany/z + 2In| cosvVr| — z.

Svar: 2y/ztan+/z + 2In| cos\/z| — x.



