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Tillatna hjdlpmedel ir riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209.
Jour ir Oskar Sandberg, ankn 5366.

Maximalt antal tentamenspoéng ar 30, av dessa krivs 12 fér godkéint betyg och 18 resp
24 for 4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Réttningsprotokoll
anslas i forsta vaningen nya Matematisk Centrum. Granskning av tentan kan under
terminstid goras i mottagningsrummet i Matematisk Centrum ma-fr 1239-13.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Fyll i enkéiten nir du ar klar med uppgifterna nedan. Ju fler som svarar, desto battre
kan vi gora kursen!

Uppgifter

1. I en produktionsanléggning tillverkas varje dag 20 enheter. Av dessa viljs 4 slump-
maéssigt ut for kontroll. Om de 4 kontrollerade enheterna &r felfria godkdnns dagens
produktion. Annars kontrolleras resterande 16 enheter och de med fel laggs at si-
dan for korrigering. Antag att man under en dag tillverkar k£ felaktiga enheter
och 20 — k felfria. Berdkna sannolikheten att dagens produktion godkinns som
funktion av k for £ =0,1,...,20. (3 p)

2. I det goda syftet att minska antalet som arligen dor i en viss form av cancer, tanker
man varje ar testa alla 50-aringar (detta kallas ofta for screening). Man vet att
individer som har cancer-sjukdomen testar positivt i ca 4 fall av 5. Testet missar
alltsa att uppticka ca 1 av 5 sjukdomsfall. Tyvirr kan testet &ven ge positivt
utslag for individer som inte har sjukdomen. Detta sker i ca 1 fall av 10. Man
bedéommer utifran tidigare gjorda stora studier att ca 0.05% av alla 50-aringar
har cancer-sjukdomen. Antag att man vid en teststation under 1 ar klarar av
att testa 10000 50-aringar. (a) Ungefar hur manga kommer testet att hitta som
har cancer-sjukdomen? (b) Ungefiar hur manga kommer testet att sortera ut som
inte har sjukdomen? (c) Antag att din mors vininna testar positivt. Hur stor ar

sannolikheten att hon verkligen &ar sjuk? (1+142 p)
3. Lat X ~ U(0,1) och Y|z ~ U(z,1). Bestdm E[Y]. (4 p)
4. Hur inser man enkelt att &(—2) =1 — ®(z)? (3 p)

Vand!



5. Antag att 0.375, 0.720, 0.068, 0.599, 0.099 ir 5 oberoende observationer av en sto-
kastisk variabel X med téathet

flx)=az*?t 0<z<1
for nagot o > 0. Berdkna en punktskattning av a. (4 p)

6. Produktionssimulering. Tiden det tar att manuellt utféra moment i produktionen
ar ibland symmetriskt fordelad runt ett forvintat viarde. I sadana fall kan nor-
malfordelningen vara en bra approximation &ven om normalfoérdelade variabler i
princip dven kan anta negativa virden. Lat oss anta att sa ar fallet i en specifik
applikation och att man i 16 oberoende observationer har erhallit medelvirdet
63.2 sekunder och standardavvikelsen 15.23 sekunder.

(a) Berdkna ett symmetriskt konfidensintervall for vinteviardet y med konfidens-

graden 0.95. (2 p)
(b) Berékna, sa gott det later sig goras, P-virdet for testet av nollhypotesen
Hy : 1 < 55.0 mot alternativet Hy : u > 55.0. (2 p)

7. Forts av uppgift 6.

(a) Berdkna ett symmetriskt konfidensintervall for standardavvikelsen o med
konfidensgraden 0.95. (2 p)

(b) Ar det statistiskt siikerstillt pa nivan 5% att o < 20.0. (2 p)

8. Forts av uppgifterna 6 och 7. Tiden det tar att utféra en manuell operation kan ju
tdnkas bero pa vem som utfor den. I uppgift 6 redovisades resultatet av 16 mét-
ningar av operationstiden med en operatér som vi kan kalla A. Vid ett annat
tillfalle gjordes 11 oberoende observationer av samma tid, men med en annan
operator som vi kan kalla B. Darvid erholls medelvirdet 51.8 sekunder och stan-
dardavvikelsen 11.87 sekunder. Ar det statistiskt sikerstillt att operatérerna ar
olika snabba? (4 p)

Lycka till!



Svar eller 16sningar till TMS051, del B den 10/12-05

1. Lat p(k) vara den sokta sannolikheten. Produktionen godkinnes om ingen felaktig
hittas. Sannolikheten for detta ar

() 20-k19-k 18—k 17—k

pk) = =
) 20 19 18 17

for k = 0,...,16. Da k = 17,...,20 ar p(k) = 0. (Obs att uttrycket langst till
hoger for p(k) faktiskt ger rétt resultat dven da k = 17,...,20.)

2. (a) 10000 - 0.0005 - 4/5 = 4

(b) 10000-0.9995-1/10 = 999.5 &~ 1000 (obs att det &r de missténkta sjukdoms-
fallen, inalles 4 4+ 999.5 = 1003.5, som testet sorterar ut)
4
(c) 179995~ 0.00399
Det blev en del onddiga missforstdnd i (b). Men jag menar att de som sorteras
ut av test av den hir typen dr de som testar positivt. Jag borde varit tydligare i
problemformuleringen.

3. EY = //yfxy dydx—//yf fylz) dydx_//idydx

1

1-— 1 1 + 5

/ 2 de = / j = —. Flera har, utan matematisk mo-
2(1—z) o 2 2 4

tivering, anvént likheten EY = folE [Y|z]f(z) dz, vilket &r helt korrekt. Men obs
att bristen pa motivering naturligtvis ger poidngavdrag. Och det ricker inte att
sdga att man har hittat den i Beta!

4. Resultatet féljer av att tatheten ¢(z) = ®'(z) ar en jamn funktion. Darfor galler
att ®(—2) = [Z p(u)du= [ pu)du=1-&(z).

n 0
—>,Inz; ~ 6.823

~ 0.59. Bada svaren, korrekt motiverade, ger full poéng

5. Trolighetsskattningen ar &p, =

o 0.3722

1—-2 1-0.3722
pa uppgiften.

~ 0.73. Momentskattningen ar

oy =

6. Alla bér kiinna till att (X — p)/(S/+/n) ér t-férdelad med n — 1 frihetsgrader. (Se
formelsamlingen eller Beta annars.) Ur t-tabell, n — 1 = 15 frihetsgrader, ldser vi
av kvantilen g o5 = 2.131. Saledes géller (a) att

W =T % to0255/v/n =63.2+£2.131-15.23/v/16 = 63.2 - 8.1

definierar ett symmetriskt konfidensintervall fér y med konfidensgraden 0.95. (b)
Obs utfall av (X — p)/(S/v/n) da p = 55.0 &r 2.154, si vi ser direkt att P-viirdet
< 0.025. Genom att dven jamfora med 0.01-kvantilen, som &r 2.602 ser vi att P
ar ¢ 0.01. Svaret ar alltsa att P-virdet ligger mellan 1% och 2.5%. (Den som har
utrustning for exakt berdkning bor erhalla P-vardet 0.0240.)



7. 1T t.ex kursens formelsamling ser vi att (n — 1)S?/0? 4r x?(n — 1)-fordelad. Hér
dr n = 16 och observerat virde av variansen S? dr s? = 15.232. Ur y2-tabell,
n — 1 = 15 frihetsgrader, avliser vi kvantilerna x2 4,5 = 6.262, x3 o5 = 7.261 och
X205 = 27.488. Séledes giller att hiindelsen 6.262 < (n — 1)5%/0? < 27.488 har
sannolikheten 0.95. Stoppar vi in » = 16 och den observerade variansen s? =
15.232, samt stuvar om olikheten erhalles

15-15.23% _ , 1515232

— <0< —

27488 — T 6.262

Medelst utrikning av ytterleden och rotutdragning av alla leden far vi att det i
(a) sokta konfidensintervallet &r 11.25 < o < 23.57. (b) Aven hindelsen 7.261 <
(n—1)5%/0? intriffar med sannolikheten 0.95. Stoppar vi in antalet observationer
n och observerad varians s?, stuvar om olikheten och drar roten ur bada leden
erhalles analogt att pastaendet o < \/ 15-15.232/7.261 = 21.89 har konfidensen
0.95. Det ar saledes ej statistiskt sakerstallt pa nivan 5% att o < 20.0.

8. Vi borjar med att avgora om de bigge operatorernas standardavvikelser o, og kan
anses lika eller ej. Kvoten S% /S3 dr (om os = og) F-férdelad med ny —1 = 15 resp
ng — 1 = 10 frihetsgrader i tédljare och ndmnare. I F'-tabell avldser vi kvantilerna
fo.90 = 0.486 och fy10 ~ 2.244. Med sannolikheten 0.80 géller saleds att 0.486 <
S2/S3 < 2.244. Den observerade varianskvoten ir s3 /s3 = 15.23%/11.87% = 1.646.
Eftersom 0.486 < 1.646 < 2.244 kan vi inte forkasta o, = op ens pa nivan 20%.
Data tyder alltsa inte det minsta pa att standardavvikelserna skulle kunna vara
olika, sa vi antar i den fortsatta analysen att de ar lika. Vi viger darfér samman
vara tva varianskattningar s3 = 15.23% och s = 11.87? till en med frihetsgradtalet
na +ng — 2 = 25 enligt

2 _ (na = 1)k + (np — 1)s}
nA +ng — 2
~ 15-15.23° +10-11.87

= 195.5305 = 13.982
25

Observerat viirde pa teststatistikan (X, — Xg)/(S

med 25 frihetsgrader avlises ty995 = 2.060. P-virdet, da man testar nollhypote-
sen att operatorerna dr lika snabba (har samma véntevirde) mot att de dr olika
snabba, dr darfor nagot lagre dn 2-0.025 = 0.05. Saledes giller att vi kan forkasta
nollhypotesen att operatorerna ar lika snabba pa nivan 5%. Det ar m.a.o statistiskt
sikerstallt att operatorerna &r olika snabba. De som inte bryr sig om att, som ovan,
undersoka om varianserna &r lika mister 1p. Smith-Satterthwaites frihetsgradtal
fick jag till 24.51, vilket efter bortkastandet av decimalerna blir v = 24. Observe-

Vi i) i 2,082, 1 t-tabell

nA

rat virde pa teststatistikan (X — Xg)/4/ % + % ar 2.182 som ska jamforas med
to.025 = 2.064. Vi ser att vi kan forkasta nollhypotesen att operatorerna &r lika
snabba pa nivan 5%. Det dr m.a.o dven med denna metod statistiskt sikerstillt
att operatorerna &r olika snabba.
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