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1. Obsforstatt T=n < X1 =A,..., X, 1 = A, X,, # A. Saledes galler
PT=n)=P(X;=A4,...,X, 1=4,X, € {B,C})
=PX1=4,...,.Xp1=A4,X,=B)+P(X1=A4,...,.Xp.1=4,X,=0C)
Den forsta av dessa tva sannolikheter ar lika med
DAA -+ "PAA " PAB = Dy iPAB

ty de n — 1 forsta transitionerna ar ifran A till A och den n:te transitionen ar ifran A till B.
Ett analogt uttryck giller for den andra sannolikheten ovan. Harur foljer att

P(T =n)=p" 'pap + P4 pac = P (1 — paa)

Denna typ av fordelning brukar kallas geometrisk. Att tiden tills kedjan lamnar sitt tillstdnd &r
geometrisk giller allmint for Markovkedjor.

2. Vi ska berdkna stationdr fordelning for en Markovsk k6 med ¢ = 2 betjaningsstationer och
maximalt K = 3 jobb. Markovprocessens generator ar

- A 0 0
G| # —(p+A) A 0

0 2 —(2u+A) A

0 0 2u —2u

Vi far nu, for stationira fordelningen p =[py p1 p2 p3],

—Apo + pp1 =0

Apo — (1 + A)p1 + 2up2 = 0
Ap1 — (2p + A)p2 + 2ups = 0
Ap2 — 2pp3 =0

pG=0 =

Den forsta ekvationen ger p; = (A/p)po- Sattes detta in i den andra ekvationen fis p, =
(A2/(2u4?))po och stoppar vi in detta i den sista ekvationen fis ps = (A3/(4u))po. Virdet av po
fas nu ur sambandet p0 + p; + p2 + p3 = 1. Vi erhaller

P . O G ORI
bo MPO 2,“12p0 4Iu3p0 - Do = [ 2/1:2 4:/.1,3

3. Nodernas effektiva belastning far vi genom att 16sa A; respektive Ay ur

A = 71 + 0.25); + 0.2X,
Ao = 0.5A; + 0.2X,

Losningen dr A; = 8v1/5, A2 = 1. Detta betyder att nodernas respektive trafikintensiteter ar
p1 = A1/(2u1) = 71/5 och pa = Ao/ua = v1/10. Men stationdr fordelning for en M/M/c-kd
existerar bara da dess p < 1, sd vi sluter oss till att v; < 5. Det ar ju bara precis di som bada
noderna opererar stationart.

4. Vi har hiar en Markovkedja med tillstandsrum F = {1,2, k, g} och transitionsmatris
0.25 0.50 0.25 0
p_ 0.20 0.20 0.10 0.50
0 0 1 0
0 0 0 1
Transienta tillstdnd ar 1,2 och transitionsmatrisens restriktion till dessa tillstand &ar
~ [0.25 0.50
Q= [0.20 0.20]
Tillstanden k&, g ar bada absorberande, si de bildar var sinn irreducibel delmingd av E. Den
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b-vektor som svarar mot {g} ar

0.0
by = [0.5]

Jamfor med sats 2.19. Vi raknar ut att
16 1
_0o)!=
I-Q) [0.4 1.5]

F(l,9) = (I- Q)_lbg(l) = 0.5
(Korrekt utrdkning av F'(1,g) renderar 2 p.) Antag nu att man processar n enheter. Lat X
vara antalet godkidnda. Da dr X ~ Bin(n,0.5), vilket ger att E[X] = 0.5n och Var[X] = 0.25n.

(a) 0.5n = 100 = n = 200.

(b) Medelst normalapproximation (med halvtalskorrektion) far vi att
0.95 = P(X >100) ~ 1— @ ((99.5 — 0.5n)/+/0.25n)
= (99.5 — 0.51)/v/0.25n = —1.645 = n = 224

Inget poangavdrag gors for den som ej anvander halvtalskorrektion och istallet far n = 225.
Den som riknar exakt bor fa P(X > 100) = 0.946 da n = 223 och P(X > 100) = 0.953 da
n = 224. Korrekt svar ar alltsd n = 224.

och enligt satsen ar

5. Tillstandet 5 ar absorberande (ty 1:an i diagonalen). Tillstanden 2 och 6 bildar en irreducibel
sluten mangd (ty 6 ar det enda tillstdnd utéver 2 som kedjan kan hoppa till ifrdn 2 och 2 ar det
enda tillstand utover 6 som kedjan kan hoppa till fran 6). Tillstandet 1 dr transient (ty ifran 1
kan kedjan hoppa till det absorberande tillstandet 5). Da ar ocksa tillstinden 3 och 4 transienta
(ty kedjan kan hoppa ifran 4 till 3 och ifran 3 till 1)).

6. Man ska helt enkelt 16sa ut = ur ekvationen u = F(z), sa vi gor det:

uzexp[—e*(m;ﬁ)] & lnuz—e*(mgﬂ) < In(—Inu) = —

r—p

(07

Vi ser att
z=p0—aln(-Inu)

Om 8 =0,a =1 och u = 0.894468 far vi det simulerade utfallet

z = —In(—1n0.894468) = 2.19

7. Los forst pG = 0 for att fa fram att stationédra fordelningen ar p = [0.25 0.5 0.25]. Intdktsvektorn
arf=[14 10 16]" och transitionskostnader ligger vi i matrisen

0 4 4
h= {4 0 4]
4 4 0

Enligt Property 4.7 i Feldman & Valdez-Flores galler att medelintikten per tidsenhet ar pf —
p(G ® h)1. Vi far att pf =0.25-14 4+ 0.5-10+ 0.25 - 16 = 12.50, samt att

0 4 8771 12
p(G®h)1=[025 05 025][4 0 4| |1]|=[025 05 025]|8 |=11.00
4 12 0] |1 16

Totala intdkten blir alltsa 12.50 — 11.00 = 1.50 kr per tidsenhet.

8. Detta ar en fodelse- och dodsprocess med tillstdnden {0,1,2,3}. Fodelseintensiteter ar Ao =
A1 = A2 = 1/2 och dodsintensiter ar g = 1/3, po = pu3 =2-1/3 =2/3. Vierhaller (j fr (5.21)
i Feldman & Valdez-Flores) for stationédra fordelningen p = [po p1 p2 p3), p1 = po-Ao/p1 =
Po-3/2,p2 =p1-Ai/p2 =po-3/2-3/4=po-9/8, p3 =p2-Xa/p3 =po-9/8-3/4 = pg-27/32.



Lésningar till TMS050: Matematisk statistik och simuleringsteknik, del B den 29/8-03 3

Fran po + p1 + p2 + p3 = 1 drar vi nu slutsatsen py = 32/143, p; = 48/143, pa = 36/143 och
ps = 27/143 (den som klarar detta har 1 p). Antag att varje fardigreparerad bil i medel ger
intdkten z kr. Enligt Sats 4.7 i Feldman & Valdez-Flores (se ocksa foreldsningsanteckningarna)
ska vi bilda en ”hopp-intakts”-matris

oo 8 O©

8 © O
8 © O C
o O O O

(det dr ju bara transitionerna 1 — 0, 2 — 1 och 3 — 2 som ger nagon intikt). Sats 4.7 ger nu
att medelintakten per timma ar

0 0 0 0771
2.0 0 0|1 _ 58
132 48 36 27 —
P(GeM1=[ys w3 s 13l Zoo of|1| 143
0o 0 % oll1

Balans har vi da utgifterna ar lika med inkomsterna, d v s da 410 = 58z/143. Enda 16sning till
denna ekvation ar x = 410-143/58 = 1010.86 kr. Verkstaden ger alltsa ett 6verskott om intikten
per bil i medel ar storre an 1011 kr. Om verkstaden hade kunnat ta emot alla ankommande
jobb, skulle medelintdkten per timma bli /2 och da hade balans mellan inkomster och utgifter
fatts for = 820 kr.



