TMS050: Matematisk statistik
och simuleringsteknik, del B
Tentamen 73 14 december 2002 e V

Inga hjalpmedel ar tillatna pa teoridelen, som ska ldmnas in for sig.

Tillatna hjalpmendel pa problemdelen ar riknedosa utan information om kursen i minnena,
Beta, kursens formel- och tabellsamling samt laroboken Feldman & Valdez-Flores: Applied
Probability and Stochastic Processes.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p.
Jour ar Yulia Yurgens, ankn 8296.

Losningar publiceras pa webben forsta vardagen efter tentamens slut. Rattningsprotokoll pub-
liceras pa anslagstavla i ”suckarnas gang” (kéillaren i Matematiskt centrum) och webben pre-
liminart den 18 december.

Teoriuppgifter

1) Lat X = {X,;n =0,1,---} vara en Markovkedja med tillstandsrum E och transitions-
matris P. Lat f : F — R vara en intaktsfunktion och skriv f for motsv kolumnvektor.
Lat u(i) = Pr{X, =i}, i € E, och skriv u for motsv radvektor. Visa att

Euf(Xn)] = pPf (4 p)

2) Antag att du har fatt i uppgift att simulera oberoende observationer xy,...,z, ifran en
kontinuerlig férdelning med stréngt vixande férdelningsfunktion F'(z). Visa att f6ljande
tvastegsalgoritm duger: (1) generera n st slumptal u,...,u, € (0,1); (2) for 1 <i < n,
16s ut observationen z; ur ekvationen u; = F'(x;). (4 p)

3) Betrakta en M/M/1-ké med ankomstintensitet A och genomsnittliga betjaningstider 1/ .
Lat p = A/u. (a) Visa att stationér férdelning existerar om, och endast om, p < 1 samt
berdkna denna. (b) Antag att stationdra forhallanden rader. Visa att total forvantad tid
i kon (inkl betjaning), W, uppfyller L = AW, dar L = p/(1 — p) &r genomsnittligt totalt
antal jobb i kon (inkl det som eventuellt &r under betjining). (4 p)

f)vriga uppgifter

Uppgifterna 5 och 8 behandlar tillverkningssystemet definierat av nedanstaende figur. I figuren
betecknar g "godkédnd enhet” och k£ "kasserad enhet”. Tillverkningsnoderna kallas A och B.
All tillverkning startar i nod A. Tidsenheten &r timma.
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4)

En Markovkedja med tillstandsrummet E = {1,2,3,4,5,6} har transitionsmatrisen
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0 09 0 0 0 01]
Klassificera tillstanden. (3 p)

I denna uppgift ska vi studera hur enheter skyfflas genom tillverkningssystemet i figuren
pa tesens forsta sida. Slumpmekanismen som bestammer hur enheter skyfflas omkring
i tillverkningssystemet antages vara Markovsk. (a) Berdkna forvintat antal ganger en
godtycklig enhet bearbetas i nod A resp nod B. (b) Berdkna sannolikheten att en god-
tycklig enhet blir godkind resp kasserad. (c) Varje radmne kostar 50 kr. Bearbetning
i nod A och nod B kostar 190 kr resp 380 kr. Varje kasserad enhet kostar 380 kr och
varje godkidnd enhet ger en intdkt om 2660 kr. Lat C vara vinsten per tillverkad enhet.
Berikna E[C]. (4 p)

Ange utan bevis en algoritm for simulering i dator av observationer av en Poi(\)-fordel-
ning. (3 p)

En liten bensinstation bestar av en pump och plats for ytterligare tva bilar koande
till pumpen. Vi antar Poissonankomster med intensitet A = 30 st per timma och att
tankande bilar i genomsnitt behover 4 minuter for tankning, ev snabbservice och betal-
ning. Antag att betjaningstiderna &r exponentialférdelade, oberoende av varandra och
oberoende av ankomstprocessen, sa att forutsittningarna for ett M/M/1/3-kOsystem &r
uppfyllda. Varje tankande bil genererar en intakt om ca 200 kr. Beridkna bensinstationens
medelintakt per timma. Jamfor med vad medelintdkten skulle bli om kapaciteten vore
oandlig. (3 p)

I denna uppgift ska vi studera flodet av radmnen igenom tillverkningssystemet i figuren
pa tesens forsta sida. Vi tdnker oss att ankomstprocessen ar Poisson med intensitet
v4 = 38 st per timma och att alla betjaningstider ar oberoende exponentialvariabler med
vantevirden 1/p4 timmar i nod A resp 1/pp timmar i nod B. Vi ténker oss vidare
att ankomstprocessen och samtliga pagaende betjaningsprocesser dr oberoende av varan-
dra samt oberoende av den Markovska slumpmekanism som skickar runt jobben i nitet.
Berékna da stationéra férhallanden rader (a) forvintat antal enheter vid de tva noderna,
(b) férvantad total tillverkningstid for en enhet och (c) tillverkningssystemets vinst per
timma. (Ledning: i (c) ska du anvéinda genomsnittsvinsten per enhet som du berdknade
i uppgift 5 (c) ovan. Har du inget berdknat virde, anvind E[C] = 840 kr.) (4 p)

Lycka till!



