Lésningar till TMS050: Matematisk statistik och simuleringsteknik, del B den 29/8-02

1. Vi har
Pr{X, = j|Xo =i} = D Pr{Xo = j, X1 = k| Xo = i}
keE
= Pr{X, = j|X; =k, Xo = i} Pr{X; = k| X, = i}
kEE
= Y Pr{Xy = j|X; = k}Pr{X) = k|Xo =i} = ) _ P(k,§)P(i, k) = P*(i, )
keE keE

Detta visar pastaendet i fallet n = 2. Det allméinna fallet foljer medelst induktion (hur induk-
tionssteget gar till behover ej visas explicit).

2. (a) M/M/3/5-koén har 3 betjéningsstationer och maximalt antal kunder i kén (inkl de under
betjaning) dr 5. (b) Generatorn fér M /M /oo-kén &r

- A 0 0 0 0
po —(p+A) A 0 0 0
c_| 0 Wm —(2u+ N A 0 0
0 0 31 —(Bu+A) A 0

och kravet pG = 0 ger oss ekvationssystemet

—Apo +pup1 =0

Apo — (1 + A)p1 + 2upa =0
Ap1 — (21 + A)p2 + 3ups = 0
Ap2 — (3p + A)ps + 4ups =0

S& p1 = (M\/p)po, vilket ger po = (A/p)%po/2, vilket ger p3 = (A/p)3po/3!, etc, och vi forstar att
e = (\/p)kpo/k!. Kravet S25° pp = 1 ger nu att pg = e~ # och py = e~ MH#(\/ )k /k! foljer.

3. Se definition 5.1 pa sida 135 i Feldman & Valdez-Flores och min version av den pa forelasnings-
anteckningarna. Viktigt att f4 med har ar att varje k6 i natverket har obegriansad kapacitet, att
ankomsterna utifran sker enligt Poissonprocesser, att alla betjaningstider dr exponentialférdelade
och att jobb skickas runt i nétet enligt en (submarkovsk) transitionsmatris, samt att ”all slump
ar oberoende av allt annat som pagar i nitet”.

4. Vi modellerar tillverkningssystemet med en Markovkedja med tillstandsrum {S, M, K, g, f} (g
och f star for godkind resp kasserad) och transitionsmatris

0 1 0 0 0

0 0 1 0 O
P=|0 03 0 06 0.1
0 0 0 1 0
0 0 0 O 1

Sokt ar sannolikheten F(M, f). Property 2.19 i Feldman & Valdez-Flores siger att den sokta
sannolikheten berdknas enligt

F(M, f)=(I1-Q) 'bs(M)

diar Q ar restriktionen av P till de transienta tillstanden M, S, K, I ar enhetsmatrisen och
kolumnvektorn by ger sannolikheterna for hopp in i det absorberande tillstindet f: by =
[0 0 0.1]%. Vi far att

1 -1 o017t 1
I-Q)'= [0 1 —1] = [0
0 -03 1 0
.1 10 10 1
och det foljer att F(M,f) =1-0+ % -0+ = -0.1 = 7 ~ 0.143.
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5. Enligt Property 3.1 i Feldman & Valdez-Flores ska man berikna x = ®~1(r), dir r ir slumptalet
och ® den standardiserade Normalfordelningsfunktionen (som finns tabellerad). Sa om man
tanker sig slumptalet r som en sannolikhet och i normalfordelningstabellens marginal hittar
motsv z-varde, sa far man normalférdelade slumptal. Anvinder man denna metod pa slumptalet
0.846219, sa ser man att det svarar mot viardet z = 1.02. Obs att man normalt maste interpolera
for att f4 normalférdelningsvardet och att detta blir svart om slumptalet ligger nara 0 eller 1.

6. Los forst pG = 0 for att fa fram att stationéra fordelningen dr p = [0.25 0.5 0.25]. Kost-
nadsvektorn ar f = [7 5 8]’ och transitionskostnader ligger vi i matrisen

0 5 5
h=1|5 0 5
5 5 0

Enligt Property 4.7 i Feldman & Valdez-Flores giller att kostnaden per tidsenhet i det langa
loppet ar pf + p(G ® h)1. Vi far att pf =0.25-74 0.5-5+ 0.25 - 8 = 6.25, samt att

0 5 107 J1 15
p(G®h)1=[025 05 025]|5 0 5| |[1]|=[025 05 025]|10] =13.75
5 15 0] [1 20

Totala kostnaden blir alltsd 6.25 + 13.75 = 20 kr per tidsenhet.

7. (a) M/M/c-kén ar stationdr om p = % <1,dvsomc> % = Z—g = 1.75, sa ¢ = 2. (b) Lat
x vara genomsnittsintdkten per bil. Verkstaden kostar ¢ - 200 + 100 = 500 kr/timma och om
medelintakten ska vara storre kravs att % -x > 500, vilket ger att z > 571.43 kr.

8. Lat Ag, Aa, Ak vara de effektiva inintensiterna till de tre noderna. Vi far att Ag = 1 u/t.u
(enhet per tidsenhet) och att Ax = Aps samt Apy = Ag + 0.3A\g. Losningen till dessa ekva-
tioner ar A\py = Ax = 10/7 u/t.u. Alla ankomster sker till nod S, sa initialférdelning till den
Markovkedja som beskriver en godtycklig enhets vig genom nétet &r v =[1 0 0]. Restriktio-
nen av denna Markovkedjas transitionsmatris till de transienta tillstinden S, M, K ar matrisen
Q fran Iosningen till uppg 4. Lat R = (I—Q)~!. (Obs att R bestimdes i uppg 4.) Enligt Prop-
erty 5.4 i Feldman & Valdez-Flores giller E[Tpet] = v(I-Q)™'W, dir W = [Ws Wi Wgk]'.
Nod S dren M/M/1-k6 med A =1 och 4 =1/0.9 =10/9,s4 p =0.9 och Wg =1/(p—A) =9 t.u
enl formel (5.12) i Feldman & Valdez-Flores. Nod M ar ocksa en M/M/1-k6, men nu ar A = 10/7
och uy =1/0.6 =5/3, sa p = 6/7 och Wy = 21/5 = 4.2 t.u. Nod K ar en M/M/2-k6 med
A =10/7 och p = 1/1.25 = 4/5, sa r = A\/p = 25/14 och p = r/c = 25/28. De relevanta
formlerna fér M/M/c-kon finns pa sida 132 i Feldman & Valdez-Flores. Antingen anvinder
man dem eller sa gor man det littare for sig och utnyttjar resultatet i fallet ¢ = 2 i 6vn 5.4 (c)
(s 149). Jag gor det senare och far W = L/, dar

2p 2% 1400 L 1400/159 980
L= = 28— ~8805 = W=—"=">'"=""x6.164
1—p2 1-(2)2 159 A 10/7 159

S& Wk =~ 6.164. Rikna nu sjilv ut att (I — Q)~' =[1 10/7 10/7] och vi fir slutligen att

9
3785
E[Thet] = [1 10/7 10/7][ 21/5 ]:ﬁz23.81
980/159

tidsenheter.



