Lésningar till TMS050: Matematisk statistik och simuleringsteknik, del B den 15/12-01

1) Att 7 ej ar absorberande betyder att P(%,7) < 1. Vi vet att Xo = 4, s& T > 1. Vidare, T' =1
< X1 #4. Viharocksa att T =2 & X7 =4, Xy # 4, samt att T = 3 & X1 = 4, Xy = 4, X3 # 1,
etc. Vifar P(T =1) = P(X; #14) =1—P(i,i) ty Xg =4, P(T =2) = P(X; =4,Xy #1) =
P(i,i)(1 — P(i,4)), P(T = 3) = P(X1 = 4,X2 = i, X3 # i) = P(4,4)%(1 — P(i,1)), etc. Vi forstar att
P(T =n) = P(i,i)" (1 — P(i,i)). Mao, T ~ Geo(1 — P(i,)).
For j # 4 far vi nu

PXr=j)=Y21PX,=5T=n)=>2P(X,=4Xn-1=1,...,X1 =1)

Se stycket om geometrisk serie i formelsamlingen.

2) Man borjar med att simulera en observation z pa X enligt X:s marginaltathet f(z), och fortsitter
med att simulera en observation y pa Y|X = z enligt den betingade sannolikhetstatheten f(y|z) =
f(z,y)/f(x). Paret z,y blir da en simulerad observation pa X,Y.

3) Det giller att se ifall bada noderna klarar av sin effektiva belastning A; respektive Ay, som vi far
genom att 16sa
A1 = 54+ 0.25)1 +0.2)
Ao = 0.5A1 +0.2)2
Losningen ar A1 = 8, Ao = 5. Alternativt kan man skriva upp ruttmatrisen
0.25 0.50
Q= [0.20 0.20]

och berakna
1.6 1 ]

T-Q = [0.4 1.5

M del=lm wl@-Q =05 ol|gy L]=1s 8l
Detta betyder att nodernas respektive trafikintensiteter ar p1 = A1/(2p1) =1 och pa = Ao/ps = 1/2.
Men stationér fordelning for en M/M/c-ko existerar bara da dess p < 1, sa detta kondt kommer aldrig
nagonsin att kunna fungera stationirt.

och konstatera fran sats 5.2 att

4) Vi har hir en Markovkedja med tillstindsrum E = {1,2, k, g} och transitionsmatris
025 050 0.25 O
0.20 0.20 0.10 0.50
0 0 1 0
0 0 0 1
Transienta tillstadnd ar 1,2 och transitionsmatrisens restriktion till dessa tillstand &r
0.25 0.50
Q= [0.20 0.20]
Tillstanden k, g ar bada absorberande, sa de bildar var sinn irreducibel delméngd av E. Den b-vektor
som svarar mot {g} ar

P=

0.0
by = [0.5]

T-Q'= [é:i 1%5]

F(l,k)=(I- Q)_lbg(l) = 0.5
(Korrekt utrdkning av F(1,g) renderar 2 p.) Antag nu att man processar n enheter. Lat X vara
antalet godkdnda. Da ar X ~ Bin(n,0.5), vilket ger att E[X]| = 0.5n och Var[X] = 0.25n.
(a) 0.5n = 100 = n = 200.

(b) Medelst normalapproximation (med halvtalskorrektion) far vi sedan att

Jamfor med sats 2.19. Vi rdknar ut att

och enligt satsen ar



0.95 = P(X > 100) ~ 1 — & ((99.5 — 0.5n) /v/0.25n.)
= (99.5 — 0.5n)/v/0.25n = —1.645 = n = 224

Inget poangavdrag gors for den som ej anviander halvtalskorrektion och istillet far n = 225. Den som
raknar exakt bor fa P(X > 100) = 0.946 da n = 223 och P(X > 100) = 0.953 da n = 224. Korrekt
svar ar alltsa n = 224.

5) Enligt sats 3.1, ska u och z uppfylla u = 1— F(z) (obs att man kan lika girna invertera 1 — F(x) som
F(z) (jamfor med hur vi resonerade da F(z) = 1 — e~%/8)). Vi far nu medelst enkla manipulationer
att z = o(u~¢ — 1) /¢ och stoppar vi in u = 0.1622 erhéller vi den simulerade observationen z = 92.53
av X. Den som valde att invertera F'(z) bor fa z = 1.062.

6) Den sokta sannolikheten dr p = P(N3 = 1, Ng — N3 = 2) = P(N3 = 1)P(Ng — N3 = 2), diar N =
(N¢,t > 0) betecknar en Poissonprocess med intensitet A = 0.15. Har géller att N3 ~ Poi(3A = 0.45),
att Ng — N3 ~ Poi(5\ = 0.75) och att de stokastiska variablerna N3, Ng — N3 dr oberoende. Sa,

p = (e7945.0.45)(e7 %75 . 0.752/2) ~ 0.038

7) Vi borjar med att berdkna stationédra férdelningen genom att plocka fram den 16sning till pG = 0
som satisfierar p1 = 1 (1 &r en kolumnvektor bestaende av enbart 1:or). Vifaratt p =[27 15 17]/59
~ [0.4576 0.2542 0.2881] (den som klarar detta har 2 p).

Definiera inkomstvektorn f = [10 20 15]". Under stationiira forhallanden &r forvintad inkomst
fran besoken i de olika tillstinden lika med pf = 825/59 ~ 13.98 USD/timma. (Se sats 4.6.)

Definiera en matris som talar om vad de olika transitionerna kostar i USD:
0 5 9
h= lZ 0 4]
39 0

Under stationédra férhallanden ar forvantad kostnad for transitionerna lika med p(G®h)1 = 937/236 =
3.97. (Se sats 4.7.) Forvantad vinst blir alltsa 825/59 — 937/236 = 2363/236 ~ 10.01 USD/timma.

8) Just nu har vi en M/M/1/3-k6 med i snitt A = 8 ankomster per dag och den enda reparatoren
klarar i snitt av g = 2 reparationer per dag. Sitt r = A\/u = 4. Stationidra sannolikheterna for ett
sadant system uppfyller p, = r"py for n = 1,2,3. (Fddelse- och dédsprocess med fodelseintensiteter
Ao = A1 = A2 = X och dédsintensiteter p1 = po = p3 = p.) S& 1 = po(l + 7+ 72 +713) = 85pg
= po = 1/85 = p3 = r3/85 = 64/85 ~ 0.753. I genomsnitt kostar diirfor de externa reparationerna
2785 - 8 - 64/85 ~ 16775.5 kr/dag.

Okar vi antalet betjanare till 2 far vi istdllet en M/M/2/3-k6. Genom att skriva upp hur p, beror av
po for n = 1,2,3, ser vi att p3 = (r3/4)/(1 +r +r?/2 + r3/4) = 16/29 ~ 0.552. (D v s, p1 = TPy,
p2 = (r2/2)po, p3 = (r3/4)po, ty Ao = M1 = A2 = X och p; = p medan py = pg = 2p.) I genomsnitt
kostar darfor de externa reparationerna 2785-8-16/29 ~ 12292.4 kr/dag, vilket ar en minskning med
4483.12 > 3200 = 8 - 400 kr/dag. Det 1onar sig alltsa att anstélla ytterligare en reparator.

Okar vi antalet betjénare till 3 far vi istéllet en M/M/3/3-ké. Genom att skriva upp hur p, beror av
po for n = 1,2,3, ser vi att p3 = (r3/6)/(1 +r +r2/2 +r3/6) = 32/71 ~ 0.451. (D v s, p1 = TPy,
p2 = (r?/2)po, p3 = (r*/6)po, ty Ao = A1 = Ay = A och py = p medan py = 2u och pg = 3p.) 1
genomsnitt kostar dirfér de externa reparationerna 2785 - 8 - 32/71 ~ 10041.7 kr/dag, vilket ar en
minskning med 6733.84 > 6400 = 8 - 800 kr/dag jamfort med M/M/1/3-kon. Det 16nar sig alltsa att
anstalla ytterligare tva reparatorer.



