Losningar till Matematisk statistik for Z, del B, den 18 april 2001

Y 3 (@) P (i, 5) f(§) = uPf

2. () P(T=n)=P(X; =1,..., X1 = 1,X, # 1) = P(1,1)" (1 — P(1,1)) =
0.8"~10.2 for n > 1
b) PXr=i)=Y,PXr=i,T=n)=Y,P(X1=1,....X, 1 =1,X, =4) =
>, P(L, D) 1P(1,i) = P(1,4) Y, 0.8"" = P(1,4)/(1—0.8) = P(1,4)/0.2 for i # 1.
Alltsd, P(Xt =2) = 0.04/0.2 = 1/5, P(X7 = 3) = 0.16/0.2 = 4/5

3. Tillstanden 4 och 7 dr absorberande (ty ettorna i diagonalen). Till tillstanden 1
och 6 kan kedjan inte atervinda om den en gang lamnat dem (ty nollorna i resp
kolumner), sa dessa tillstind ar transienta (ty diagonalelementet < 1). Man ser
ocksd att tillstinden 5 och 8 bildar en irreducibel sluten méngd. Dessa tva tillstand
ar alltsa recurrenta. Tillstanden 2 och 3 kan kedjan lamna utan att ndgonsin komma
tillbaka. De ar alltsa transienta.

4. Tillstanden A, B, C ar transienta och motsv del av transitionsmatrisen ar
0.0 09 0
Q=101 0.05 08
0 0 0

Harur fas att

095 —-09 0 1.16923 1.10769 0.88615
I-Q=|-01 095 —08| = R=(I-Q)!=]0.12308 1.16923 0.93539
0 0 1 0 0 1

(b) Den forvintade kostnaden per paborjad enhet dr 20R(A,A) + 10R(A, B) +
15R(A,C) = 47.75. For (a) behover vi ocksa sannolikheterna for hopp till D och

E,
0 0.05
bp = [ 0 ] bp = [0.05]
0.9 0.1

0.79754 0.20246
Rbp = | 0.84185 |, Rbg = | 0.15815

0.90000 0.10000

sa vi kan berdkna

Vi ser att (a) den forvantade proportionen godkidnda produkter ar F(A,D) =
0.79754 = 0.80.

5. Sats 3.1 (s 83) siiger att x = F~1(r). Men av beviset foljer att man kan byta mot
F mot 1 — F, sa vi utgar ifran r = (u/x)®, och visar att detta ar ekvivalent med
x = u/r'/®. Svaret ar alltsi: h(r) = u/r/e.

6. Initialférdelningen p = [pa pp pc] fas genom att 16sa pG = 0 och normera sa att
pa+p+pc=1. Jagerhdll p=[9 5 7]/21 ~ [0.4286 0.2381 0.3333].
Jag anvidnder den regel for simulering av diskreta sannolikhetsfordelningar som
beskrivs i avs 3.2.2 i Feldman & Valdez-Flores, vilket betyder att nir jag ska
simulera, initialtillstandet, sd ar det A om slumptalet » < 0.4286, B om 0.4286 <
r < 0.4286 + 0.2381 = 0.6667 och C annars. Nar jag ska simulera hopp ur A4, si



blir det till B om r < 2/3 = 0.6667 och C annars, etc. Observationer ¢ pa Exp())-
fordelningen simuleras enl formeln ¢ = —(1/\) Inr (s 89).

Det forsta slumptalet 1 = 0.3857 < 0.4286, sa initialtillstandet dr A. Vi har
alltsa att o = A. Uppehallstiderna i A ar Exp(3)-férdelade, sa i A stannar pro-
cessen t; = —(1/3)Inry = —(1/3)In0.0014 = 2.190 tidsenheter. Fran A hoppar
processen till B eller C' med sannolikherna 2/3 = 0.6667 resp 1/3 = 0.3333 och
eftersom r3 = 0.2298 < 0.6667 & z; = B. Uppehallstiderna i B ar Exp(5)-
fordelade, sa i B stannar processen to = —(1/5)Inry = —(1/5)1n0.9701 = 0.006
tidsenheter. Fran B hoppar processen till A eller C med sannolikheterna 4/5 = 0.8
och 1/5 = 0.2, och eftersom r5 = 0.7873 < 0.8 sa ar z3 = A. Dér stannar processen
its = —(1/3)Inrg = —(1/3)In0.3515 = 0.349 tidsenheter. Min 16sning ar alltsa
o= A,t1 = 2.190, 20 = B, ts = 0.006,z3 = A,t3 = 0.349.

. Vi har alltsd en M/M/1-, en M/M/2- och en M/M/1-k6 kopplade i serie. Enl
Jacksons sats jobbar de tre koerna oberoende av varandra och enl sina resp sta-
tiondra fordelningar i jamvikt. I (a) soks L = Lg + L + Lg. L och Le far
vi genom att rikna ut L for en M/M/1-ké enl formel (5.7) pa s 157. For k6 A
ar A\ =8 pu=12=p=2/3och L = Ly = (2/3)/(1/3) = 2 st. For ko6 C ar
A=38, u4=10= p=4/50och L = Lc = (4/5)/(1/5) = 4 st. Formler for M/M/c
finns pa s 132 (se (5.23) m fl). Antingen anvinder man dem eller sa gér man det
lattare for sig och utnyttjar resultatet i fallet ¢ = 2 i 6vn 5.4 (c) (s 149). Jag
gor det senare. For ko B giller att A = 8, p =5, c=2= p =8/(2-5) = 0.8
och L=Lg=(2-0.8)/(1—-0.8%) = Lg =4+4/9 = 4.44 st. Vi har alltsi (a) att
L=ILa+Lp+Lc=2+444+4 =10.44 st och (b) att W = Toes = L/8 = 1.31 tim-
mar enl Littles formel for Jackson-nat.



