Losningsskisser till TENTAMEN TMEO11 Mekanik, 2015-01-03

Ett homogent sfariskt klot med radien » och massan mo har
fastnat mellan en vertikal vigg och en kil av massan mi. Kilens
toppvinkel, vid C i figuren, ér a.

I punkten A (se figuren) ar friktionskoefficienten u mellan klot
och vigg.

Langs kilens vertikala sida CD rader friktionskoefficienten u
(samma som i A) mellan CD och den hogra vertikala viggen.

I kontaktpunkten B mellan klotet och kilen &r ddremot friktions-
koefficienten lika med noll.

Bestidm hur stor friktionskoefficienten ¢ minst maste vara for att klotet och kilen skall kunna
vara i1 jamvikt i det angivna laget! (Observera att friktionen inte nddvandigtvis ar fullt
utbildad i A och/eller lings CD.)

(5p)

Tar vi hénsyn till att g = 0, och stéller upp momentjamvikts-
ekvationen for klotet m a p dess centrum Co, ser vi att ocksd Fa =
0.

Friligg forst klotet. Eftersom kontakten mellan klot och kil &r friktionsfri méste F = 0.
Stéll sedan upp kraftjamviktsekvationerna for klotet:
{ T —mpg+ Npsina =0

Fa
Fs
Na
NB
mo
& —>: Ny — Ngcosa =0
varav
mog mog
Na B™ sina’ AT tana
NB
mog Friligg sedan hela systemet klott+kil. Kraftjamviktsekvationerna
WFep
P
A Ci Ncp
mog
mg

C
T —moeg —myg+ Fep =0
— NA—NCDZO

varav (m h a uttrycket for Na ovan):
mog Fep
tan « = Ncp

Y&l

m
= <1 + —1> tan a.
mo

Fcep = (mg+m1)g, Ncp =

D

ar:
N ]

[Légg marke till att friktionen i A inte &r fullt utvecklad, och att om friktionskoefficienten é&r storre &n det minsta virdet vi rédknat ut ér
den inte heller fullt utvecklad ldngs CD.]
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Vi vet redan att F'a =0, sd om bara
w> (1 + m1> tan o
mo
sa &r friktionsvillkoret uppfyllt bade i A och ldngs CD. |



2. al2 Ernst vill tillverka en tjusig blomvas i plexiglas
Pzl genom att frdn ovansidan av en homogen

plexiglaskub borra ur ett koniskt hél som figuren

antyder. Kuben har sidan a, och det koniska
halet har matt enligt figuren.
| Bestim masscentrums z-koordinat f6r vasen,
4 4 y d  som funktion av borrdjupet d (och sidlangden 5cz).
X (5p)
--------------
a
a

Vi betraktar vasen som sammansatt av tva homogena kroppar med samma densitet, forutom att
konen har “negativ massa”. Vi har

a d
Zxub = 0, Zion = 5 — Z
1 a\ 2
Vkub = a3’ Vkon = gﬂ- (Z) d
varav
3 _ Ekukaub - Ekondon _ 7Td(d — 2@)
. Vkub - Vkon 192a — 4nd
vilket ar svaret. -
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3. Ett stelt, ldtt och L-format metallstycke
BEP éar friktionsfritt forbundet med den
fixa punkten B, samt, i punkten C
friktionsfritt forbundet med den stela, ldtta
balken AD. AD kan vrida sig friktionsfritt
kring den fixa punkten A.

I punkten P &r en litt oténjbar lina fést i
metallstycket. Linan loper utan att glida
over en litt cylinder av radie a som
friktionsfritt kan vrida sig kring punkten
D.

Mitten for metallstycket och balken
framgér av figuren till vénster.

En kraft av storleken F angriper i en punkt pa linan som &r pad samma hdjd som balken AD.

a) Bestim de horisontella tvangskrafterna fran viggen pa balken AD i A, samt pa
metallstycket BEP i B. (3p)
b) Bestdm tvangskrafterna pa balken AD frén cylindern i punkten D. 2p)

\ Frilagg hela systemet till hoger om véggen..
Va A Momentjimvikt kring B ger
Ha , Hpy2a+ F(2a+3a+a)=0 = Hy=-3F
; I : Kraftjamvikt i horisontalled ger da
B |
B E : Hp = —Hp =3F
H, €= = = = = = = = = — = -l
e 3a Svara) Ha = —3F, Hp = 3F, dir
minustecknet indikerar att kraften pekar &t vénster.
S Frilagg sedan cylindern. L&t S beteckna linkraften.

(Vi ritar tvangskrafterna med referensriktningar
som i figuren p g a Newtons tredje lag.)
u Momentjamvikt kring D ger S = F. Kraftjimvikt i
vertikalled resp horisontalled ger da direkt att
Vp=—-F, Hp=-F,

Svar b) F rakt nedat, F'rakt at vénster. |
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En tunn, homogen och jimntjock kvadratisk
lucka med massan m och sidan d &r
friktionsfritt vridbar kring en horisontell

Kvadratisk lucka

axel genom O. Luckan startar frén vila, i

laget da den pekar vertikalt uppat, men en

o
A
o
A\

infinitesimal storning far den att borja falla
at vanster i figuren. I sitt lagsta lage slar den
(med mittpunkten av sin ena kant) till en
liten snusdosa av massan msns som ligger

pad det hala golvet nedanfér luckan.
Snusdosa

] Snusdosan skjuts déarvid ivdg langs golvet.
\m \®\\\w Ingen mekanisk energi att tala om gér

forlorad i sjélva kollisionen mellan lucka

och dosa.

a) Bestidm luckans vinkelhastighet precis innan den traffar snusdosan. 2p)
b) Bestdm luckans vinkelhastighet precis efter att den triffat snusdosan. Bestdm &ven den
fart med vilken snusdosan skjuts ivig. Gp

a) Sitt nollnivan for potentiella energin i tyngdkraftfiltet pd samma hojd som punkten O. Luckans
potentiella energi Vi 6vre laget blir da mgd/2. I nedersta laget dr den —mgd/2. Alltsa ar AV =—mgd.
Eftersom luckan startar fran vila, dr AT = lo w.%/2 — 0, dér w, dr luckans vinkelhastighet precis
innan den tréffar snusdosan. /o fés fran formelsamlingen: lo = md?/3. Enligt energilagen har vi
AT + AV =0, s md’w.*/6 = mgd, varav w. = (6 g/d)">.

b) Enligt uppgiftstexten kan vi rikna med att energin bevaras under kollisionen, s& om wy &r
luckans vinkelhastighet efter kollisionen, och vy &r snusdosans fart efter kollisionen, s &r

1o @a2/2 = Io w2 + Msnus V62/2.
(Uppenbarligen dndras inte den potentiella energin under kollisionen!) Systemets totala
rorelsemédngdsmoment m a p O bevaras ocksa under kollisionen, ty inga yttre krafter utdvar just da
nagot moment m a p O. Alltsé ar

Io wa=Io wb + msnus Vb d.

Dessa béda ekvationer racker for att bestimma wp och vb:

6g 1 — 37enus 24/6gd
wWo =\ 7 T 3w U = T gmma

14 3Mams 1+ 3Mmus
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S. \\\‘x En massa av storleken m ar fdst i ena dnden av en stel och latt
stdng av ldngden 2a, vilken i sin andra &nde &r friktionsfritt
PO------ K3 vridbar kring en fastpunkt P i taket; se figuren.

. Massan dr dessutom fdst i en horisontell fjader med
i a  fijiderkonstanten k. Fjidern dr ospind i det lige d& den stela
¢ : stdngen ér vertikal. (Den lilla lifta cylindern runt den hogra

% X stangen glider friktionsfritt sa att fjadern héller sig horisontell.)

Mittpunkten pa den stela stangen &r vidare fast i en horisontell
ddmpare med ddmpkonstanten c¢. (Samma sorts cylinder kring
hogra stangen som for fjadern, for att halla ddmparen
horisontell.)

Systemet utfor sméa sviangningar kring jamviktslaget. Lat ¢(7)
vara den vinkel varmed stingen avviker fran lodlinjen vid tiden
t.

a) Bestdm en differentialekvation for ¢(%). Gp)
b) Bestdm den oddmpade egenvinkelfrekvensen w for systemet. (1p)
c¢) Bestdm den dimensionslosa dimpkonstanten { for systemet.  (1p)

Lagen for rorelseméngdsmomentet m a p den fix punkten P ger

troghetsmomentet tyngdkraftens moment démpkraftens moment fjadderkraftens moment
/ \ . . ’ '
m-(2a) -$(t) = —2a mg p(t) —a-c-ap(t) —2a - k- 2ap(t)

for sma utslag.

Alltsa far vi differentialekvationen, som ar Svar a):

60+ 190 + (= + £ ) wlt) =0

Jamfor vi med “standardekvationen”
G(t) + 2w (t) +we(t) = 0,
w = oddmpade egenvinkelfrekvensen
¢ = dimensionslosa dampkonstanten

sd kan vi avldsa

E g

Svar b) w =14/ — + =
ar b) m  2a
ac

Svar ¢) ¢ =
)¢ 44/2+/am(2ak + gm)
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En radarantenn, i form av ett homogent
och jamntjockt tunt halvsfériskt skal av
massan m och diametern 2R, foljer en
raket vilken flyger rakt uppat med
konstant acceleration a.

Placera ett cartesiskt koordinatsystem
Oxyz med origo i den punkt pa
antennen kring vilken antennen vrides.
Den horisontella y-axeln &r i detta fall
vridningsaxeln. z-axeln ar vertikal och
x-axeln &r horisontell. Raketen startar
fran vila 1 punkten (d, 0, 0) vid tiden ¢
=0.

Bestdm vilket kraftmoment M,(¢) kring
y-axeln som behdver paverka antennen
for att antennen skall kunna folja (dvs
hela tiden peka rakt mot) raketen under
dess uppstigning.  (5p)

Eftersom raketen har konstant acceleration a, och
startar fran vila i z = 0 vid ¢ = 0, far vi efter tva
integrationer

Betraktar vi triangeln med horn i (0,0,0), (4,0,0)
och (d,0, z(?)) [dvs i O, raketens startpunkt och dess
lage vid tiden ¢], sd& ser vi att antennens
elevationsvinkel ar

1) = wetan( 20 = ot 2

Enligt lagen for rorelseméngdsmomentet, tillimpad
pa “antennskalen”, dr

Y Mo =1Iop(t) = M,(t)—mgrcosp(t) = Iop(t)
Enligt formelsamlingen (M M Japp) s &r

_ 1 1
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och masstroghetsmomentet &r m h a formel-
samlingen och Steiners sats
2
— 5 1 2

_ 2 2 p2 1 _ 4. p2

Io =10+ mF —12mR +m(2R) 3mR

Diarmed har vi alla ingredienser for att 16sa ut M,(¢)
explicit:

3dg

1
M,(t) = =—mR
u(t) 3™ <\/a2t4+4d2 *

8dR (4ad® — 3a3t*)
(a2tt + 4d2)?
|
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