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Kraften kan uttryckas p̊a vektorform som

F = FePQ,

där ePQ är en enhetsvektor längs verkningslin-
jen, d v s

ePQ =
−→
PQ

|
−→
PQ|

,

där

−→
PQ = (2L, −4L−L)−(L, −L, 3L) = (L, −3L, −4L).

Därmed är

F = FePQ = F
(1, −3, −4)√

12 + (−3)2 + (−4)2
.

eller

F =
F√
26

(1, −3, −4).

Speciellt gäller att

Fy = − 3F√
26
.



2.

V

L4

3L

A

L2

C

BB

V

m C

HA

VA
m1g

B

HB

VB
HB

2g

CH

St̊angen AB:

↑ VA −m1g − VB = 0,
→ HA −HB = 0,
y
A m1gL+ VB · 2L−HB · 3L = 0.

St̊angen BC:

↑ VB −m2g + VC = 0,
→ HB −HC = 0,
y
B m2g · 2L− VC · 4L+HC · 3L = 0.
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a) ΣFs = mas ⇒ −cv = ma ⇒ a = − c

m
v.

b) a = v
dv
ds

⇒ dv
ds

= − c

m
.

c)
∫ v

v0

dv = − c

m

∫ s

0
ds ⇒ v = v0 −

c

m
s.

4.

mg
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!

S
↑ S cosα−mg = 0,

← S sinα = man = m
v2

L sinα
.

Här är v den sökta farten, och L sinα är cirkel-
banans radie.
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Ur formelsamling f̊as:

Ix = Iz =
2
5
mR2.

Steiners sats ger:

Ix′ =
83
320

mR2 +m
((3

8
R
)2

+R2
)

= · · · = 7
5
mR2.

Iz′ =
2
5
mR2 +mR2 =

7
5
mR2.
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a) Linkraften uttrycks först p̊a vektorform.

S = SeQR = S

−→
QR

|
−→
QR|

= S
(−L cosα, −L, L− L sinα)
L
√

cos2 α+ 1 + (1− sinα)2
=

=
S√

3− 2 sinα
(− cosα, −1, 1− sinα).

Linkraftens moment med avseende p̊a origo f̊as som

−→
OR×S =

S√
3− 2 sinα

∣∣∣∣∣
ex ey ez
0 −L L

− cosα −1 1− sinα

∣∣∣∣∣ =

=
SL√

3− 2 sinα
(sinα, − cosα, − cosα).

ΣMy = 0 ⇒ − SL cosα√
3− 2 sinα

+mgL cosα+3mg·2L cosα = 0,

vilket ger

S = 7mg
√

3− 2 sinα.

b)

ΣMx = 0 : Mx +
SL sinα√
3− 2 sinα

= 0 ⇒ Mx = · · · = −7mgL sinα.

ΣMz = 0 : Mz −
SL cosα√
3− 2 sinα

= 0 ⇒ Mz = · · · = 7mgL cosα.

ΣFx = 0 : Rx −
S cosα√

3− 2 sinα
= 0 ⇒ Rx = · · · = 7mg cosα.

ΣFy = 0 : Ry −
S√

3− 2 sinα
= 0 ⇒ Ry = · · · = 7mg.

ΣFx = 0 : Rz +
S(1− sinα)√

3− 2 sinα
− 4mg = 0 ⇒ Rz = · · · = (7 sinα− 3)mg.
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Inför först en koordinataxel enligt figuren med x = 0 i
startläget.

→ F0 − kx− cẋ = mẍ.

Med c =
√
km kan ekvationen skrivas

ẍ+

√
k

m
ẋ+

k

m
x =

F0

m
.

Sätt ω2
0 = k/m och 2ζω0 =

√
k/m, dvs ζ = 1/2.

Med hjälp av formelsamling kan d̊a ekvationens lösning skrivas som

x = (C1 sinωdt+ C2 cosωdt)e−ζω0t +
F0

k
.

Här är

ωd = ω0

√
1− ζ2 =

√
3

2
ω0,

och F0/k är en partikulärlösning.
L̊at rörelsen starta vid t = 0. Begynnelsevillkoren x = 0 och ẋ = 0 ger d̊a

C2 +
F0

k
= 0,

C1ωd − ζω0C2 = 0.

vilket ger

C1 = − F0

k
√

3
,

C2 = −F0

k
.

Ekvationens lösning är d̊a

x = −F0

k

( 1√
3

sinωdt+ cosωdt
)

e−ζω0t +
F0

k
.

Kroppen har sitt största avst̊and fr̊an startläget d̊a den vänder första g̊angen, vilket inträffar
efter en halv period, dvs d̊a

t =
π

ωd
.

Motsvarande värde för x är

xmax =
F0

k
e−

1
2
ω0

π
ωd +

F0

k

eller

xmax =
F0

k

(
1 + e−

π√
3

)
≈ 1, 16

F0

k
.
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Den enda kraft som uträttar arbete är tyngdkraften, vilket innebär att energin bevaras.
Kroppen har sin maximala vinkelhastighet, d̊a den kinetiska energin har maximum, dvs d̊a
den potentiella energin har minimum. Detta inträffar d̊a tyngdpunkten passerar sitt lägsta
läge, dvs d̊a den ligger rakt under upphängningspunkten A (se figuren till höger ovan).
Energikonservering ger d̊a

−mgL
2

=
1
2
IAω

2 − 2mgc.

Här har A:s niv̊a valts som nollniv̊a, och c betecknar den gemensamma tyngdpunkten G:s
avst̊and fr̊an A. Eftersom G ligger mitt emellan stängernas tyngdpunkter (D och E) f̊as
avst̊andet c med hjälp av Pythagoras’ sats som

c =

√√√√(3L
4

)2

+

(
L

4

)2

=
√

10
4
L.

Tröghetsmomentet f̊as m h a formelsamling och Steiners sats som

IA =
1
3
mL2 +

1
12
mL2 +m

(
L2 +

(
L

2

)2)
=

5
3
mL2.

Insättning i energisambandet ovan ger efter förenkling svaret

ω =

√
3(
√

10− 1)g
5L

≈ 1, 14
√
g

L
.


