Tentamen 1
TMAO982 Linjara System och Transformer
19 march 2021, kl 14:00-18:00

Examinatorer: Hana Dobsicek Trefna och Irina Pettersson

Tentamen bestar av tva delar (Del I och Del II) pa sammanlagt 50 podng. Det
krévs minst 5 podang av 15 poang pa Del I for att resten av tentan skall rattas. For
att fa godkdnt betyg pa tentan krdvs minst 20p sammalagt (inkl. Bonuspoédng).
For betyg 4 och 5 krivs minst 27p respektive 34p sammanlagt (inkl. Bonuspoéng).

I 16sningarna i Del I skall ni ange:
(i) svaren (endast bokstéver) pa ett separat ark,
(ii) utrdkningar (kladdpapper) for plagiatkontroll.

I Del II skall samtliga steg redovisas.
Ansvarig under tentamen:
Hana Dobsicek Trefna och Irina Pettersson ar tillgédngliga for fragor via Zoom.

Losningsforslag kommer att publiceras pa kurshemsidan.

Tillatna hjalpmedel:

Alla hjalpmedel tillatna. Det &r dock absolut forbjudet att kommunicera muntligt
eller skriftligt med andra personer &n examinator och tentavakt. Det ar forbjudet
att anvinda alla former av horlurar, horsnéckor eller liknande anordningar.

Granskning:
Via Zoom enligt 6verenskommelse med lararen.

Lycka till!



Del 1

Svaren pa fragorna 1-8 i Del I skall prydligt sammanfattas pa ett ark dér en-
dast uppgifts nummer och svarsalternativ skall anges, t ex I —1 : A. Ni skall ocksa
bifoga utrakningar till Del I pa ett eller flera ark som inte kommer paverka re-
sultatet, men ska anvindas for plagiatkontroll.

Notera att flera svarsalternativ ar mojliga. Alla skall anges for full poéng; del-
poang ges dock om inte alla har angivits. Ett felaktigt svarsalternativ rende-
rar automatiskt noll poidng pa deluppgiften, &ven om de andra angivna
svarsalternativen ar korrekta.

I-1 Betrakta tva tidsdiskreta signaler z1[n] = cos(mn/2) och x3[n| = cos(7mn/4)
med fundamentalfrekvenserna w; och w,. Vilka av foljande pastaenden ar
sanna?’

A.
B.
C.

w1 > Wsy.
w1 < Wsy.

En av signalerna ar inte periodisk, varfor dess fundamentalfrekvens inte
ar definierad.

. x1[n] ar en energisignal.

. x9[n] ar en effektsignal.

[-2 Givet en insignal z[n] = (1/5)™ och motsvarande utsignalen y[n] = 3(1/5)",
markera pastaenden som &ar sanna.

A.

Systemet ar LTI och det finns inga andra LTI-system som ger samma
par av in- och utsignal.

Systemet kan vara LTI, men det kan inte entydigt definieras utifran
detta par av signaler.

Systemet kan inte vara LTI.

Systemet maste vara stabilt och kausalt.

I-3 Fouriertransformen av x(t) = e~ sin(2t) ar

J J

' 3+(w+2)2+3+(w—2)2'

(2p)

(2p)
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[-4 Vilka av foljande overforingsfinktioner kan komma fran kausala tidsdiskreta
LTI-system?
2771
A. H(Z) = 1_—2_1, ’Zl > 1.
3 1 1
B. H(z) = , =<zl <z
B =iy 3 k<3
3z 1
C. H(z) = , > —.
O =y F7s
1
D. H(z) = , ]z >3
1 —2z71)(1+ 3271
(T=2:)(1+3:7) o)
I-5 Vilka av foljande par av insignaler x och utsignaler y &r mdéjliga for ett stabilt
och kausalt LTT-system?
A. z(t) = elu(t) och y(t) = e*u(t + 1).
B. z(t) = sin(2t) och y(t) = 3j cos(2t)
C. x(t) = 148 och y(t) = (1 + 2t2)u(t).
D. z(t) = e och y(t) = cos(2t)
E. z(t) = 6(t) och y(t) = —25(t) + e *u(t). (2p)
P

[-6 Vi vet att en signal x(¢) kan kan skrivas som en summa av en jamn signal
z.(t) och en udda signal x,(t). Vilken av f6jande signaler representerar den
jadmna delsignalen till z(¢) (som visas i figuren nedan)?

A. Signal A.
B. Signal B.
C. Signal C.

D. Signal D.

E. Ingen av A-D.
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[-7 Givet ett LTI-system. Antag att impulsvaret ar stegfunktionen h(t) = u(t)

t, t>0
och insignalen &r rampfunktionen z(t) = 0’ . _O . Vilka péastaenden ar
1 <

sanna for utsignalen y = x x h?

A. y(t) ar en stegfunktion.
B. y(t) ar en rampfunktion.
C. y(t) ar en rektangelpuls.
D. y(t) ar en triangelpuls.
E

. Inget av ovanstaende alternativ.
(2p)




[-8 T kursen pratade vi om fyra vanliga filter: lagpass-, hogpass-, bandpass- och
bandstoppfilter. I Figur 1 ar nagra filter beskrivna med pol — och nollstélle
placeringar i z-planet (Figur A-D). Notera att “o” markerar nollstillen medan
“x” markerar poler, samt att alla filter ar 4:e ordningensfilter. Ange vilken pol
— och nollstélle placering motsvarar vilket filter. Det kravs minst tva angivna
par for att fa ett poang.
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Figur 1: Pol-nollstéllediagram i upp. [-8. )
2p




Del 11

Sammansatta fragor (35 poing) Borja varje uppgift pa en ny sida. Los-
ningarna skall vara fullstdndiga och ldtta att folja. Anvind ej baksidor for att
minska risken att missa scanna/fotografera den.

[1-1 Betrakta ett LTI-system med stegsvaret
s(t) = (e — 2e7 + Du(t).

(a) Bestdm impulssvaret.

(b) Vad blir utsignalen om insignalen ar x(t) = e'u(t)?

[1-2 (a) Ar systemet y[n] = x[n? — 1] linjirt /tidsinvariant /stabilt /kausalt? Mo-
tivera for varje svar (bevisa eller ge ett motexempel).

I1-3 (a) Bestdm en 27m-periodisk 16sning till ekvationen y/(t) 4+ 2y(t — 7) = sin t.
Hint: Anvénd Fourierserier.

(b) Bestam effekten (medelenergin) for signalen y(t) i (a).

II-4 Lat q(t) = te"*u(t), « € R. Betrakta ett kausalt LTI-system y = x * h
sadant att

y(t) = (g x)(t) — (g*y)(?).

(a) Bestdm systemfunktionen H(s).
(b) For vilka « &r systemet stabilt? Motivera.

(c) Bestdm impulssvaret h(t).

(4p)



[1-5 Ett sa kallad Notchfilter med samplingsfrekvensen 18 kHz har 6verférnings-
funktion

I1-6

(a)

(b)
()

224241
22 4+0.82 4+ 0.64

H(z) =

Vilken frekvens slédcks ut av filtret? Antag att vi arbetar med reella
insignaler.

Bestam en differensekvation som beskriver filtret.

Om vi skulle designa ett analogt Notchfilter som slédcker ut samma fre-
kvens, hur skulle ett pol-nollstéllediagram se ut? En tydlig motivering
kravs.

(a)

(b)

()

Man vet att DFT kan anvindas for att analysera frekvensinnehallet
hos en méangd olika typer av signaler. I den hér uppgiften var DFT:n
av tre olika, periodiska tidsdiskreta signaler beridknat. De tidsdiskreta
signalerna visas i figur a) medan beloppet av deras transformer visas
i figur b). Om figur b) hade visat de fullstdndiga transformerna hade
vi enkelt kunnat se vilken transform som motsvarar vilken tidssignal
eftersom de har olika ldngd, 180, 150 respektive 120. Tyvérr, har vi
bara de 30 forsta punkterna till hand vilket skapar en del osékerhet om
vilken signal som motsvarar vilken transform. Din uppgift ar att para
ihop signalerna z;[n], z2[n] och x3[n| med deras respektive transformer
Xalk], Xglk] eller Xc[k]. En tydlig motivering kréavs.

En tidskontinuerlig signal x(t) = 4 cos(300¢) blev samplad och dess 64-
punkters DFT vars absolutbelopp visas i figur 2 ar berdknad. Bestdm
den diskreta signalens frekvens 2.

Bestam samplingsfrekvensen F; Hz som anvénds for att sampla signalen
i uppgift II-7b. Antag att ingen vikning uppstatt.

(5p)

(3p)

(1p)
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a) En illustration av de periodiska signaler som var genererat i uppgift I1-6a.
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Figur 2: Absolutbeloppet av DFTn i uppgift 11-6 (b).
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b) De forsta 30 DFT-punkterna av de tre DFT:er som var berdknat i uppgift 11-6a.
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Facit Del 1

=

= o

—bandstop, B-hogpass, C-lagpass, D—-bandpass.

I-1 Fundamentalperioderna till z;[n] = cos(mn/2) och xs[n] = cos(7mn/4) ar

2 2
— 2" oo T/ 1" °
Detta innebir att fundamentalfrekvenserna ar
2 2
wy = % = g rad/s, wo = % = % rad/s,

och w; > ws.

Signalerna dr periodiska, varfor de inte kan vara enrgisignaler. z3[n| &r en
effektsignal eftersom

1
= > faan]? < oo
2 (D)

(2p)

[-2 Givet en insignal z[n] = (1/5)™ och motsvarande utsignalen y[n] = 3(1/5)",

vet vi bara att H(1/5) = 3. Denna information &r inte tillrdklig for att

beskriva ett LTI-system, men ett exempel av ett LTI-system som ger detta

par av signaler dr y[n] = 3x[n] (stabilt och kausalt). Ett annat exempel
3/2

(1— 15211 —2271)

ROC = {55 < R(s) < 2} (varken stabilt eller kausalt). Allts& kan systemet

vara LTI, men det kan inte entydigt definieras utifran detta par av signaler.

Systemet behover inte vara stabilt och kausalt. (2p)

ar ett system med overforingsfunktionen H(z) = —




-3 Vi kan riikna ut Fouriertransformen av z(t) = e~ sin(2t) enligt definitio-
nen:

/ e M sin(2t)e 94t dt =

[e.9]

0
% (IR _ 3=ty gy
J ) s
1 [T . ,
w5 (eIt _ (=324t gy

:%(3—j(loJ—2) _3—j(1;+2)) +2i<3+1'(1’—2> _3”(1’”))
L

J
5 (=) 3 (e )
2 \3—j(w—-2) 3+j(w-2) 2] \3—j(w+2) 3+jw+2)
1 6 1 6
2] 9+ (w—2)2 25 9+ (w+2)?
3J 3J

9+ (w+2)2 9+ (w—2)

[-4 Ett LTI-system &r kausalt om och endast om ROC till 6verforingsfunktionen
ligger utanfor en cirkel (med radien som bestéms av polen med storst belopp)
och ROC inkluderar oco. I fall H(z) &r en rationell funktion H(z) = ggg, sa
maste gradP(z) < gradQ(z).

2271
Ja: |z| > 1 och gradP(z) < gradQ(z).
3 1 1
B. H(z) = - <zl < <.

(1-1H01+ %z—l)’ 2 3
Nej: ROC ér inte utanfor en cirkel.

3z 1

C. H(z) = -
(=) (1—32H)(1+ 3271 2 > 2
Nej: gradP(z) > gradQ(z).
1
D. H(z) = 2] > 3.

(1—2z71)(1+32z"1)’

Ja: |z| > 3 och gradP(z) < gradQ(z). (2p)

10



[-5 Vilka av féljande par av insignaler x och utsignaler y 4r mojliga for ett stabilt
och kausalt LTI-system?

A.

x(t) = etu(t) och y(t) = e*u(t + 1).
Inte mojligt eftersom i ett kausalt system skulle y vara hogersidig. I
detta fall y(—1) # 0.

x(t) = sin(2t) och y(t) = 3j cos(2t).
Mbiligt.

Ca(t) = 9 och y(t) = (1 + 262)u(t).

1r2t2
Inte mojligt eftersom en begriansad insignal i ett stabilt system maste
ge en begrédnsad utsignal, som inte ar sant i detta fall.

. x(t) = e och y(t) = cos(2t).

Inte mojligt eftersom nya frekvenser kan inte dyka upp. Om z(t) = e/*,
s& maste vi fa y(t) = H(j2)e’*, men i detta fall har vi cos(2t) = (e/% +
e %) /2.

x(t) = 0(t) och y(t) = —25(t) + e 2 u(t).

Mojligt.

I-6 Den jimna delsignalen &r z.(t) = (z(t)+x(—t))/2. Rita z(t), x(—t), adddera
och dividera med 2. Svaret ar A.

[-7 Lat oss ridkna ut faltningen y = z * h:

fOtTdT =t2/2, t>0

y(t):/ooox(T)u(t—T)dT:{O i

Detta innebér att y(t) = Zu(t) och ritt svarsalyternativ r E.

2

[-8 Baserat pa nollstélleplaceringen, kan vi se att A &r bandstopp-, B dr hogpass-,
C ar lagpass-, D ar bandpassfilter.

11
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Facit Del 11

II-1 (a) Eftersom v'(t) = 6(t) (i svag mening), sa dr derivatan av stegsvaret ar
impulssvaret i ett LTI-system

h(t) = s'(t) = (—=3e ™" + de 2 )u(t) + (e — 272 + 1)6(2),

h(t) = (=3¢ + 4e " )u(t)|.

(2p)
(b) For att bestdmma utsignalen for z:(¢) = e'u(t), kan man anvinda Lapla-
cetransform:
1
X(s)= = R(s)> 1,
3 4
H(s)=— —2
()=~ = R(s) > -2
3 4
Y(s)=X(s)H(s) = — R(s) > 1.
) =XOHE) =~ ey T ooy @
Partialbraksuppdelningen ger
7/12  4/3  3/4
Y(s) = - 1.
() s—1 S—i—2+s—|—3’ Rls) >
Invers Laplacetransformen ger utsignalen
VAT VR
y(t) = (126 3¢ + e Ju(t) |
(2p)

II-2 (a) Linjaritet: Systemet &r linjart. Lat oss ta tva insignaler x[n], x2[n] och
respektiva utsignaler y;[n], ya[n]. Lat x[n] = cixq[n|+coxe[n]. Utsignalen
blir

y[n] = z[n® — 1] = c1z1[n® — 1] + cewe[n® — 1] = c1yi[n] + caypln].

Tidsinvarians: Systemet ar inte tidsinvariant. Lat y[n] vara utsignalen
for x[n]. Lat z1[n| = z[n — ng).

yi[n] = 21[n? — 1] = z[n* — 1 — ng).

12



I1-3

Den forskjutna utsignalen y[n —ng] = z[(n —ng)? — 1] # x[n?* — 1 —ny].

Ett motexempel ar z[n| = d[n] med ny = —1. I detta fall far vi §[(n +

1)? — 1] # 6[n?).

Stabilitet: Systemet dr stabilt. Antag att |z[n]| < M for alla n. Da &r
utsignalen ocksa begrinsad |y[n|| < M.

Kausalitet: Systemet &r inte kausalt. Vi tar n = —1 och far y[—1] =

z[0], dvs utsignalen beror pa framtiden. (4p)

(a)

Eftersom l6sningen ska vara 2m-periodisk, sa ar fundamentalfrekvensen
wo = 1 och y(t) kan skrivas som en serie

y(t) = Z ane’™. (1)

Vi sétter in (1) i ekvationen och far

o . . ejt e_jt
nz_:oo(jnanejm + 2ane]n(t_7r)) - Z B 2_j>

e it —jt

D (jn+2e7)a,e = c
n=-—00 2] 2‘7

Vi ser att endast tva koefficienter a; och a_; ar nollskillda och de upp-
fyller foljande ekvationer:

1
Fourierkoefficienterna till y(t) ar

—1+42j —1-2j
SO T S T

10 a, =0dan # +£1.

Vi sétter in Fourierkoefficienterna i (1) och far

y(t) = are’" +a_1e77" = E(e]t +e M) + 1—(])( It — e,
(f) = — % cost — 2 sint
= —— COST — —SsInt|.
Y 5 5

(4p)

13



(b) Effekten for en 27m-periodisk signal y(t) &ar
1 2

:§O

P |y (1)|? dt.

Enligt Parsevals sats far vi

- NG V5.2 1
P= 2 lal =l 4ol = (35) + () =5
(2p)
I1-4 (a) Forst raknar vi ut Laplacetransformen av ¢(t) = te™*u(t):
Q) = 0 R() > —a
(st a)? '
Eftersom y(t) = (¢ * x)(t) — (¢ x y)(t), sd ger Laplacetransformen
Y(s) = Q(s)X(s) — Q)Y (s),
Y(s)(1+Q(s)) = Q(s)X(s),
Y (s) Q(s 1
H(s) = = = R(s) > —a.
D= Xm " Tr Qe Graprr > e
(2p)
(b) Systemfunktionen H(s) &r rationell och har tva poler p; o = —a + j.
Ett kausalt LTI-system &r stabilt om och endast om R(p;2) < 0, dvs
om a > 0. (2p)
(c) Invers Laplacetransformen ger impulssvaret h(t):
h(t) = e *'sintu(t) |
(2p)

II-5 (a) Nollstallen:
~1+y1-4 V3
2

2 = = 054 5 = —0.5¢%%

14
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Figur 3: Pol-nollstéllediagram i uppgift 11-4

Poler:

—0.8 £ v/0.64 — 4 % 0.642
D12 = v - —0.440.4V3j

Fran pol-nollstélle diagramet kan vi avldsa att = 27/3.

Q= 27r£ =2 13 f103
2m
3 TR
f=28 '3103 =6-10° Hz.
(b) Eftersom
2Z2+z+1 Y (2)

H — e
()= 081061~ X(2)

och z[n+ k] transformeras till 2% X (2) (dubbelsidig Z-transform), si far
vi foljande differentekvation

y[n + 2] + 0.8y[n + 1] + 0.64y[n] = x[n + 2] + z[n + 1] + z[n].
(c) T analoga filter foljer vi samma princip for notch-filter fast i s-planet.

Nollstélle ligger pa den imaginéra (frekvens) axeln med vérde pa fre-
kvensen som vi vill filtrera bort. Poler ligger vid samma frekvenser, men

15



I1-6

vi introducerar en real del o, dess varde bestammer bandbredden av fil-
ter. Vi bestdmmer inte virdet av o i denna uppgift, vi vet bara att det
ska vara relativt litet. En overforningsfunktion blir

s*+wd

H(s)= - "%
(s) $2 4+ wes + Wi

dar wg = 6 kHz ar frekvensen som slackts ut och w. ar bandbredden.

(a)

Till att borja med gor vi tva viktiga observationer:

i. samtliga signaler &r periodiska med perioden 30 och

ii. signalerna har olika langd och darmed har deras respektive DFT:er
ocksa olika langd.

Eftersom signalerna har samma periodtid har de samma grundton, men
pa grund av att DFT:erna har olika lingd kommer frekvensinnehéallet
samplas annorlunda. I slutdndan &ar det denna insikt som vi kommer
utnyttja for att svara pa uppgiften. Grundtonen hos en diskret signal
som har periodtiden 30 ar

2m
wWo = o5 rad /sampel.

Samtliga diskreta signaler kan skrivas pa formen

z1[n] = Z ape’ 0

k=<30>

xo[n] = E byedheon.
k=<30>

x3n| = E cpelteon,
k=<30>

Att berdkna ay, by och ¢, fran figuren verkar omstéandligt, men som tur
ar behover vi inte gora detta for att kunna l6sa uppgiften. Om en diskret
signal har en stark komponent med frekvensen wy innebéar detta att dess
DFT kommer anta ett stort virde da

16



dar N ar langden pa var DFT. Signalernas grundtoner ger darfér upphov
till toppar vid

N

k=—
30

Eftersom N hér bestdms av signalens ldngd far vi att grundtonen ligger
pa k = 6 for z1[n|, k = 5 for xs[n] och k = 4 for x3[n]. En jamforelse
med de tre DFT:erna ger att | X 4[k| motsvarar x3[n], | X[k]| motsvarar
x1[n] och [X¢[k]| motsvarar xs[n] eftersom de har sina forsta toppar vid
just k = 4, k = 6 respektive k = 5.

Vi ser att DFT:n har spikar vid k = 4 och k = 60. For att berdkna den
diskreta frekvensen anviander vi den lagre av dessa,

27 81

Qo = koﬁ =51 ~ 0.4 rad/sampel.
Fran relationen x[n] = 4cos(300nT) = 4cos(Qyn) inser vi att Qy =
3007 och darmed far vi att
1 300
F,=—-=— =760 Hz.
T ’

Vi vill notera att det virde som anvéndes for att generera signalen i upp-
giften var F; = 750H z. Om vi hade nollutokat signalen hade vi samplat
av DTFT:n tatare vilket hade lett till battre uppskattning av den dis-
kreta frekvensen vilket i sin tur hade kunnat forbattra var uppskattning
av samplingsfrekvensen (F; ~ 760H z).
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