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9. Lat F(z,y) = xZ%Fnyi + QSQITyQ_] Lat C C R? vara en glatt, moturs orienterad sluten kurva

som ar rand till en doman D C R2.

(a) Visa att foljande géller:

froo={a 0SS

(b) Forklara varfor Stokes sats fallerar for F pa D om D innehéller origo.

Losning: Se Foreldsning 21.3.

(1p)



10. L&t S vara ytan som definieras av ekvationen
2?4+ 4222 — 42 =14, z >0,
med utatgadende enhetsnormal N. Lat vektorfiltet F : R3 — R3 vara definerat av
R

F(z,y,2) = (zz — y3 cos z)i+ z3e*j + zyze

Anvénd Stokes sats for att berdkna integralen

Iz//VxF-Nd,S.

S

//VXF.Ndszyg F - dr.
S oS

Randen 0S till ytan S ges av cirkeln i planet z = 0:

L&sning: Stokes sats séger

C=0S: 2?4y =4

Eftersom normalen N &r utatriktad, dvs har positiv k-komponent, dr kurvan C moturs
orienterad. Notera nu att kurvan C dven ir rand till disken D = {z% + y? < 4,z = 0}. Vi
kan dérfor utnyttja att enligt Greens formel sa kan arbetsintegralen ldngs C dven skrivas
som en dubbelintegral 6ver D, med normal k upp ur D. Alltsd om vi férst anvinder Stokes
for att konvertera ytintegralen till en arbetsintegral s& kan vi sen anénda Greens for att i
sin tur konvertera denna till en dubbelintegral:

//VxF-NdS = yfF-dr = //VXF-de.
S Stokes ¢ Green's D

Detta gor att vi behover nu endast berdkna V x F - k pa disken D dar z = 0. Vi far:

VxF. .k :--~:3(:r2+y2).

z=0

Vi berdknar nu den slutgiltiga integralen

2w 2
I= 3// (2% 4 y*)dA = 3/ d9/ r3dr = 24r.
D 0 0

(6p)



11. Betrakta funktionen

%7 (z,y) # (0,0)
— x4+ (x
f@9) { 0 e = 000

(a) Visa att f(z,y) — 0 da (z,y) — (0,0) langs varje rét linje genom origo.
(b) Bestdm om f(z,y) ar kontinuerlig i origo.
(c¢) Avgor om de partiella derivatorna % och % existerar i origo.
Losning (a): Langs y-axeln har vi uppenbarligen f(0,y) =. For alla andra linjer kan vi
skriva y = kx, vilket ger
k3a® k3x

L) — _ 0 da 0.
flke) = i wae ~ Tr ki 0 77

Losning (b): En funktion f(z,y) &r kontinuerlig i (a,b) om

lim  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)=(a,b)

I vart fall betyder det att vi méaste ha

lim x,y) = f(0,0) = 0.
(:C,y)ﬁ(o,mf( y) = f(0,0)

Lat oss testa detta. Vi noterar att om vi nirmar oss origo lings kurvan y* = —22 (dvs.
y = —22/3) far vi

2/3 at
flx,—x )———4——17&0.
Alltsa ar f ej kontinuerlig i origo.

Losning (c): Vi testar om de partiella derivatorna existerar:

of . f(h,0) = £(0,0) 0—-0

or (0,0) = Ilzli% h - }11/1—>Iné h =0;
or ::limf(o’k)_f(o’o):limuzo.
Oy l(0,0) k=0 h k—0

De partiella derivatorna existerar alltsa i origo trots att f ej &r kontinuerlig och vi har
fl(oao) = f2(070) =0.
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Formelblad for TM A 044

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

z,y, 2) drdydz )
, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod

TMAO044 Flervariabelanalys - Tentamen E2/DI3 (med l6sningar)

202

Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall svar anges pa separat skrivpapper.

(a) 1) Lat ytan S vara bestamd av z = 1 — y/x2 + y2. Vilken av foljande ger en utditgd-
ende normal till S7?
A. (2z,2y,2z).
. = 4 1
Vatay? (a2 4y?’
ey g
\/12+y27 \/:r2+y2’

— x — Y _
( Vi ety 1)

B

Svar: B

ii) Randen till halvsfiren a2 + y? + 22 = 4,2 > 0, ges av
A. disken 22 + 9% < 4 i zy-planet
B. skirningen mellan planet z = 0 och bollen 2% + 3% + 22 < 4
C. den har ingen rand
D. skiirningen mellan planet z = 0 och sfiren z2 4 y? + 22 = 4 (0.5p)

Svar: D
iii) Pastaende: Om f(z,y) &r differentierbar (a,b) s& ar f(z,y) kontinuerlig i (a, b).
Ange vilket alternativ nedan som stimmer.

A Sant
B Falskt (0.5p)

Svar: A

(b) Lat S vara ytan som definieras av 22 = zy + 1.

i. Bestdm ekvationen for tangentplanet till S i punkten (z,y,2) = (1,1,v/2). (1.5p)
ii. Ange en enhetsnormal n(x,y, z) till S. (1p)
Losning: (i) Vi borjar med att notera att S &r en nivayta pa formen G(x,y) = 0 med
G(z,y) = 2? — zy — 1. Ekvationen for tangentplanet till en nivayta i punkten (a, b, c)

ges av

Gi(a,b,c)(x — a) + Ga(a,b,c)(y — b) + Gs(a,b,c)(z — ¢) = 0.

I vart fall har vi



(c)

Gi(1,1,V2) = -1,  G2(1,1,vV2) =—1,  G3(1,1,V2) =2v2.

Tangentplanets ekvation blir saledes

eller

—(2—1)—(y—1)+2v2(z—2)=0

Qﬁz—y—ac:llf—l

Losning: (ii) Normalen till en nivayta G = 0 ges av gradienten

n(m,y,z) = VG($,y,Z) = (_ya -, 22)

For att fa enhetsnormalen méaste vi normalisera denna

i.

ii.

VG(z,y,2) 1

M NGy T VTR

—x,22).

Lat C vara den del av enhetscirkeln som ligger i den forsta kvadranten av R2.
Bestdm en parametrisering av C med y som parameter och moturs orientering.

Losning: 1 forsta kvadranten har vi att cirkeln kan beskrivas som x = /1 — y?

med 0 <y < 1. En parametrisering med y som parameter ges déarfor av
riy) =v191-yii+yj, 0<y<L

Beriikna lingden av kurvan som parametriseras av r(t) = t?i+3j+t2k, 0 <t < 1.

Losning: Formeln for kurvlangd &r

t1
C) = / ds = /
C to
I vart fall har vi

dr(t)’ = V202 + (B32)2 + (22 = V82 + 9t = /(8 + 97) = t/8 + 912,

dt

dr(t)
dt

K2

Kurvlangden blir saledes

1
/ tV/8 4+ 9t2dt = {u =849t du = 18tdt, 8 < u < 17}

0

1 [ 1
= tdt = —(17V17 — 16V/2).
18 Js Vidt = 52 v2)

(2p)



(d) i. Berdkna Pg(wPuv—u?) § tormer av de partiella derivatorna av g. (2p)

Ovou
ii. Lat z = tzy? med o =t + In(y + t?) och y = €’. Visa att (2p)
dZ 2 2 y + 2t 9
— = t 1 2txy”.
7 zy” +ty < + o + 2txy

Loésning: (i) Vi anviinder kedjeregeln for att beriikna derivatorna. Sitt z = v2,y =

wv, z = —u? och lat g; = —gg, etc. Vi har da
dg 5
—= = vgo — 2ugs,
ou g2 93
och
0%g

9
S = 7 (V02 = 2ugs) = g2+ 20%ga1 + uvgay — duvgs: — 2u’gs,.

(ii) Vi sétter z = z(t, z(t,y), y(t)) och beréknar

dz 0z 82(630 8x8y) 82@

at ot Tox\at Tagar) Tayar

2 2 y+2t
— .= ¢ 1
xy” + ty ( +y+t2

> + 2tacy2.



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2.

(a) Lat f(z,y) = = + 4y. Bestdm det storsta och minsta virdet som f(z,y) antar pa

ellipsen x2 + 2y> = 9.

Loésning: Vi anviinder Lagrange metod. Sétt g(z,y) = 22 + 2y? — 9 och bilda Lag-
rangefunktionen

Vi soker kritiska punkter

oL
== 14220 =
97 +2xA =0
%:4+4yA:0
dy
%

2 2
= 209 —9=0
B xr° + 2y

Vi delar den andra ekvationen med 4 vilket ger oss foljande fran forsta och andra

ekvationen
1= -2z, 1=—yA

vilket ar ekvivalent med
=2z = —yA,

eller
y— 2z =0.

Vi har alltsa relationen y = 2z. Inséttning i tredje ekvationen ger
0=a?+222)2-9=922-9=0,

vilken har I6sningar x = +1. Saledes far vi &ven y = +2. Funktionens virden i dessa
punkter ar

f(1>2) :9:fmaza f(_1>_2) = _9:fmin-



(b) Lat g(x,y) = sin(x cosy). Bestam det storsta virde riktningsderivatan Dyg(z,y) kan
anta i punkten (z,y) = (0,0).

Loésning: Riktningsderivatan ges av Dyg(x,y) = u-Vg(zx,y) dar u ar en enhetsvektor.
Vi berdknar de partiella derivatorna

g1(z,y) = cosy cos(x cosy), 92(z,y) = (—xsiny) cos(x cosy),
och i punkten (0,0) far vi
91(0,0) =1, 92(0,0) = 0.
Kom nu ihag att skaldrprodukten mellan tva vektorer v och vy alltid kan skrivas
Vi - vy = |vi||va| cosb,

dér 6 ar vinkeln mellan vektorerna. Om vi tillampar detta pa var riktningsderivata i
punkten (0,0) far vi

Dyg(0,0) =u-Vg(0,0) = |u| [Vg(0,0)| cosé =|Vg(0,0)| cosf = |(1,0)| cosf = cos¥.
~—
=1

Eftersom cos@ tar viarden mellan 0 och 1 har vi att riktningsderivatan antar sitt
maximum dé cosf = 1, dvs Dyg(0,0) = 1 &r det maximala vérdet.



Anonym kod

TMAO044 Flervariabelanalys - Tentamen E2/DI3 (med l6sningar) 202

Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. i) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Rotationen av varje vektorfdlt dr divergensfritt. (0.5p)

Svar: Sant

ii) Lat f(x,y,z) vara en skaldr funktion och F(z,y, z) ett vektorfalt. Vilket av foljande
konstruktioner 4r matematiskt meningsfulla? (0.5p)

A rotgrad f.

B gradrotF.

C divdivrot F

D divgradgrad f

Svar: A

iii) Ange om foljande ar sant eller falskt: (0.5p)
Pastaende: Varje rotationsfritt vektorfdilt dr konservativt.

Svar: Falskt.

4. Berédkna dubbelintegralen

1 2
I:// exsz:/ dy/ e dz.
R 0 2y

Losning: Man kan inte utféra integralen 6ver x direkt eftersom er” ej har nagon primitiv
funktion. Istéllet identifierar vi omradet som skall integreras Gver till

(2p)

R={(z,y) eR?|2y <2 <2,0<y<1}.

Detta ar angivet pa z-enkel form. Vi noterar nu att vi kan kasta om grénserna och istéllet
skriva det pa y-enkel form enligt:

R={(z,y) eR*|0<2<20<y<x/2}.

Med denna éndrade beskrivning av R kan vi utfora integralen i omvénd ordning;:

2 e 1 [? 1M1 ,.]% 1
I= // e’ dA :/ d:c/ ezzdy = / ze” dy = - |:612:| = (et —1).
R 0 0 2 Jo 212 o 4



5. Lat C vara en kurva i R som startar i (0,0,0) och slutar i (1,1,1). Bestdm viirdet av

arbetsintegralen
A= / F -dr,
C

F(r,y,2) = (x = 2)i+ (y — 2)j — (= + v)k,

dér vektorfaltet ges av

genom att

(a) vélja en lamplig parametriserad kurva C och berékna A direkt med hjilp av paramet-
riseringen;

(b) anvinda huvudsatsen for kurvintegraler.

Losning (a): Vi véljer den enklaste kurvan C mellan (0,0, 0) och (1, 1,1): en rét linje.
Vi kan parametrisera denna med

r(t) =ti+tj+tk, 0<t<I1.
Vi far da
F(r(t)) = —2tk

och arbetsintegralen blir

A:/F-dr:/(—2tk)- r()dt:—2/ tdt = —1.
c 0 dt 0

Losning (b): Nu skall vi utfora integralen genom att anvinda hvudsatsen for kur-
vintegraler. Denna sats séger att for ett konservativt vektorfilt F = V¢ har vi att
integralen lédngs C fran Py till P; blir

/CF-drzfcw-dr:qb(Pl) )

I vart fall har vi mycket riktigt att vektorfaltet ar konservativt, F = V¢, med potential
given av

d(x,y,2) = %(:BQ +y2) —(z+y)z+C.

Enligt huvudsatsen blir integralen alltsa
A:/V¢-dr:¢(1,1,1) —¢(0,0,0)=(1-2)—-0=—1,
C

vilket stdmmer 6verens med svaret i (a).



6. Berikna volymen av den kropp som begrinsas av ytorna 2z — 22 —42 = 0och z+y+2 = 1.

Losning. Vi vill berdkna volymen av den domén D som begrénsas av funktionsytorna
z = %(a:2 +9%) och z =1 — 2 — y, dvs integralen

Vol(D /// av.

Gréanserna for z-variabeln ges av de tva ytorna, dvs
Lo oo o
5(33 +y)<z<l—-z-—y.

For att ta reda pa granserna i (x, y)-led méaste vi bestdmma skiirningskurvan mellan ytorna,
dvs:

1
§(m2+y2):1—x—y.

Genom att komplettera kvadraten ser vi att detta motsvarar en cirkel:
(@+1)*+(y+1)*=4

med centrum i (—1, —1) och radie 2. Grénserna for (z,y) ges alltsa av disken B = {(z +
1)2 + (y + 1)? < 4}. Vi kan nu beriikna den itererade volymsintegralen

l—xz—y
Vol(D // dA/ // (z+1)2— (y+ 1)2)dxdy.
fc2+y2)

Vi gar nu 6ver till polédra koordinater for doménen B:

x=—14rcosé, y=—14rsinf,

1 2T 2
VOI(D):2/0 d9/0 (4—rHrdr=---=4x

vilket ger



7. En partikel firdas under inverkan av en kraft F(z,y) = i+ (1 + zy?)j lings en halvcirkel

i omradet > 0 fran punkten (0, —1) till (0,1). Anvéind Greens sats for att berdkna det
utrdattade arbetet.

Losning: Partikeln fardas ldngs en halvcirkel C med radie 1 fran (0, —1) till (0,1). Bade
start och slutpunkt ligger alltsd pa y-axeln. Arbetet ges av integralen

/F-dr.
C

Man kan berdkna arbetet genom att parametrisera C och utvéirdera integralen direkt. I
uppgiften efterfragas dock att vi skall bestdmma arbetet med hjilp av Greens sats. Greens

sats sager att:
// VxF-de:¢ F.dr.
D oD

Att anvinda Greens sats for att berdkna arbetet innebéar alltsa att hitta ett sitt att byta
kurvintegralen (som definierar arbete) mot en dubbelintegral. Vi kan inte anvinda detta
direkt eftersom var kurva C ej ar sluten. Vi maste dérfor forst sluta kurvan. Vi kan gora
detta enkelt genom att lagga till den réta linjen 7 langs med y-axeln fran (0,1) ner till
(0, —1). Tillsammans utgor dessa kurvor randen 0D = C U+ till halva disken

D={z*+y*><1,2>0}.

Enligt Greens formel kan vi da skriva

/F-dr://VxF-de—/F'dr.
C D 24

Vi berédknar nu de tva integralerna i hégerledet i tur ordning.

w/2 1
//VxF-de://demdy:/ sinZ / P3dr == "
D D —w/2 s, o 8

1—cos 26
2

-1 dr 1 1
/F-dr:/ F(O,t)-dt:—/ (1,1+0-t2)-(o,1)dt:—/ dt = —2.
¥ 1 dt 1 -1

Det sokta arbetet blir saledes:



8. Lat F = zyi + 2%k och 1at D vara den domén som begrinsas av planet z = 1 och ytan

2=+ 42
(a) Berédkna det totala flodet av F ut ur D.
(b) Berikna flddet av F ut ur ytan z = 22 + 32

Losning (a): Doménen D ér sluten med rand given av 9D = S = S; U Sy, déar S &r den
del av z = 22 + 9% som ligger under planet z = 1 och Sy #r den del av planet z = 1 som
ligger inuti ytan z = x? 4 y2. Vi vill berdikna flodesintegralen

I:#F-Nds
S

dér N dr normalen ut ur S. Eftersom ytan S &r sluten kan vi anvinda Gauss sats:

#F-NdS:// V - Fav.
S D

Divergensen av vektorfaltet ges av

V- -F=y+2z

I—///D(y—FQz)dV.

Grinserna for z-integralen #r 22 +y? < 2 < 1 och i (z,y)-led har vi skiirningen 22 +y? = 1
vilket #r circkeln som omger disken B = {22 + y? < 1}. Eftersom denna #r symmetrisk
kring origo ser vi att bidraget fran y-termen i trippelintegralen forsvinner: [[f pydV = 0.
Saledes berdknar vi

1 o 1 o
I:2// dA zdz:// (1—($2+y2)2>dA:/ d@/ (1 —rYrdr==—.
B 22 4y? B 0 0 3

Lésning (b): Nu sdker vi flodet ut genom paraboloiden S; som ges av 2z = 22 + y?, dvs vi

vill berakna flodesintegralen
// F - NdS.
St

Vi skulle kunna beridkna denna integral direkt genom att notera att S; &dr en nivayta
G(z,y,z) = 2% +y? — 2 = 0 och anviinda normalen VG etc. Det #r dock &nnu enklare att
notera att vi kan anvinda resultatet fran (a), ndmligen

// F-NdS:// v-de// F - NdS.
51 D 52

=27/3

Vi har alltsa

Vi behover alltsa endast berdkna flodet upp genom planet So: z = 1. En normal ges av
N = k och saledes X
F-N=22=1, pa 5So.

// F-NdS = // dS = area(Sz) = 7.
SQ 52

Flédet genom Sy blir alltsa
- 2
// F-Nas=2" —n=-"_.
S 3 3

Alltsa



