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For godként pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkintdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkant pa del 1 krévs minst 10 poang, for godkant pa del 2 krévs 13 poang. Erhallen
poédng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkédnt. Fér betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33
resp. 42 poang sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Foérsta granskningstillfalle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-8 se sidan 5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av foljande uppgifter kan
poédng pa denna del rdknas in for att nd godkantgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstdndig 16sningsgang, som i princip lett, eller &tminstone skulle kunnat leda, till malet.

8. Lat F : R2 — R? vara ett overallt definierat vektorfalt.

(a) Lat C; och Cy vara tva kurvor som borjar i en punkt P; och slutar i en punkt Ps.
Anvind Greens sats for att berdkna skillnaden [, F-dr — [, F -dr i termer av
dubbelintegraler.

(b) Anvéand ovanstiaende observation och lampliga identiteter for att bevisa att om F &r
konservativt, sa ar arbetsintegralen oberoende av vag.
Losning:

(a) Eftersom kurvan C; — Cy ér en sluten kurva (dér notationen betyder att jag forst gar
langs Cy fran borjan till slut, och sen tillbaka ldngs Cs, sdger Greens sats att detta &r en
dubbelintegral 6ver det inre R. Mer precist ar

/ Fdr—//aFQ—aFldd
C1—Co



10.

(b) Antag att F = V¢ for nagon potential ¢(z,y). Eftersom curlF - k = % — 86—?, foljer

det fran att blandade derivator kommuterar.

. Bevisa nedanstaende:

(a) Gauss divergenssats for enhetskuben i R3. (4p)
(b) Identiteten rot grad = 0. (2p)

Losning: Se boken.

Definiera begreppen gradient och riktningsderivata, samt formulera och bevisa relationen
mellan dem. (6p)

Losning: Se boken.



Formelblad for TM A 044

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

z,y, 2) drdydz )
, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod

TMAO044 Flervariabelanalys - Omtentamen E2/DI3 (med 16sningar)

Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall svar anges pa separat skrivpapper.

(a) i) Ekvationen 22 + y? — 2 = —1 beskriver
A. En paraboloid med minimum i z = 1.
B. En cylinder liangs z-axeln med radie 1.
C. En cirkel i planet z = —1.
D. En konisk yta med singuldr minpunkt i z = 1.

Svar: A
ii) Randen till =5 <2 <61 R &r
A. tom
B. hela intervallet (—5,6)
C. punkterna x = —5 och £ = 6
D. inte definierad
Svar: C
iii) Pastaende: Om f(x,y) ar partiellt deriverbar i (a,b) sa &r f(x,y) kontinuerlig i
(a,b).
Ange vilket alternativ nedan som stammer.
A Sant
B Falskt
Svar: B

(b) Lat f(z,y) = 2° +y*.
i. Bestdm ekvationen for tangentplanet till funktionsytan z = f(x,y) i punkten

(z,y) = (1,1).
ii. Ange en enhetsnormal n till tangentplanet ovan i (z,y) = (1,1).

Losning: (i) Ekvationen for tangentplanet till en funktionsyta i (a,b) ges av
z = fla,b) + fi(a,b)(z — a) + fa(a, b)(y — b)

I vart fall har vi
filz,y) =32%  falz,y) =2y

I punkten (a,b) = (1,1) far vi
f1(1>1)237 f2(1’1):2

Tangentplanets ekvation &ar saledes



2=243x—-1)+2(y—1)

eller, nagot omskriven,

3z +2y —z=3.

Losning: (ii) Normalen till en funktionsyta i punkten (a,b) ges av

n=—f1(a,b)i— fa(a,b)j+k

I punkten (1,1) har vi alltsa

n=-3i-2j+k

Enhetsnormalen blir da

—3i—2j+k
Via

ﬁ:

(c) Lat C C R? vara kurvan som definieras av ekvationen

i.

ii.

iii.

2 2
X
7_|_y7

4

5 +

::L‘—y

Beskriv vilken typ av kurva C ar. (0.5p)

Losning: Vi kan skriva om ekvationen genom att komplettera kvadraten och vi
ser da att den motsvarar

CED R

Detta ér en ellips med a = /2 och b = 2 med centrum i (1, —2).
Bestdm en parametrisering av C. (1p)

Losning: En parametrisering ges av
z(t) =1+ +V2cost,  y(t)=—-2+2sint, 0<t<2m.

Berékna lingden av kurvan y = 3z mellan z = —1 och z = 1. (2p)

Lo6sning: Kurvldngden av en funktionskurva y = f(x) ges i allménhet av

z:lw:é?Jufwwm

Vi har
flx) =3z, fl(z)=3

vilket ger

VIT F@P = VITo - V0

Kurvlangden blir saledes

1
z:/ V10dz = 2V/10.
—1



(d) Lat g(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)) dér x(s,t) = 2s + 3t och y(s,t) = 3s — 2t.
i. Berdkna % i termer av de partiella derivatorna av f.

. . 2 . . .
ii. Berikna 22 i termer av de partiella derivatorna av f.
0sot

Losning: (i) Vi anvinder kedjeregeln for att berdkna derivatorna. Detta ger

0? 0 (of o of o
g_i<ij+iiy

8s2 s \Ox Os 8y8s):"':4f11+12f12+9f22-

(il) P4 samma sitt far vi

g 0 <8f@ af dy

D50t~ Os \x Ot +57y(9t) =+ =06f11 +5f12 — 6 far.



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.
2. Lat f(z,y) =10 + 23 + 3> — 3ay.

(a) Bestdm och klassificera alla extrempunkter till f(z,y) pa den domin D i R? som
begrénsas av triangeln med hérn i (0,0),(1,0),(0,1), dvs

D={(z,y) eR*|0<2<1,0<y<1—2z}
(3p)
Losning: Vi letar forst efter kritiska punkter, dvs
fi(z,y) =32% =3y =0, fo(z,y) = 3y* — 3z = 0.

De enda l6sningarna ar

(0,0) och (1,1).

Endast (0, 0) ligger i doménen D. For att bestdmma vilken sorts punkt det ar berdknar

vi Hessianen:
6x —3

I punkten (0,0) far vi déarfor

det H(f)(0,0) = det (_03 _03> =-9<0.

Eftersom determinanten ar negativ kan vi dra slutsatsen att detta &r en sadelpunkt.

Vi maste dessutom analysera om det kan finnas ytterligare kritiska punkter pa randen
till D. Vi borjar med linjesegmentet ldngs x-axeln, dvs linjen (z,0),0 < x < 1, vilket
ger

3r% = 0.

Detta ger alltsa ingen ny kritisk punkt. Detsamma géller linjen langs y-axeln. Vi kan
parametrisera hypotenusan med linjen y = 1 — x, och vi far darfér funktionen

g(x) = flz,1 —2) =10+ 23 + (1 — 2)3 — 3(z — 2?).
Kritiska punkter ges da av
g (z) =322 —3(1 —x)? — 34 62 = 0.
Efter forenkling ger detta ekvationen
-6+ 122 =0

med 10sning
xr=1/2.



Eftersom y = 1 — x far vi en ny kritisk punkt i

(1/2,1/2).
Funktionens vérde i denna punkt ar

fa/2,1/2) =3,

som skall jamforas med vérdet i sadelpunkten (0,0):
£(0,0) = 10.
Vi méste dven kolla hornen pé triangeln, dvs (1,0) och (0,1), déar vi har
£(1,0) = £(0,1) = 11.

Vi drar darfor slutsatsen att (1/2,1/2) ar en minpunkt pa triangeln D, medan (1,0)
och (0,1) &r bada maxpunkter.

Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till f(z,y) i punkten (2,2). (1p)
Losning: Sétt h = x — 2 och k = y — 2. Taylorpolynomet blir da
1
F(hok) = F(2,2)+F1(2, 2)h+ fo(2, 2kt (B2 11 (2, 2)+2hk (2, 2) K2 f2(2,2) ) 4 -
Om vi stoppar in funktionsvirdena far vi slutsvaret

f(h k) = 14+46(h+k)+1(12h* —6hk+12k*)+- - - = 14+6(h+k)+6h>—3hk+6k>+- - -

Bestam riktningsderivatan av f(z,y) i punkten (2,2) i riktningen i+ j. (0.5p)
Losning: Riktningsderivatan i en punkt (a,b) ges av
Duf(a7 b) =u: Vf(a, b)7

dir u dr en enhetsvektor. Eftersom [i + j| = v/2 definierar vi

" i+
)
Vi har da 6 6 19
V=S8 2 o5
WV =5t BT



Anonym kod
TMAO044 Flervariabelanalys - Omtentamen E2/DI3 (med l6sningar)

Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. i) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Om F : R? — R? dr ett rotationsfritt vektorfilt si dr arbetet som F
utrdttar mellan tva punkter A och B beroende av vigen. (0.5p)

Svar: Falskt

ii) Ange om f6ljande ar sant eller falskt.
Pastaende: Lit B® vara den solida bollen i R® med radie 1. Integralen [[[gs(x* +
y% + 22)dV beriknar volymen av B3. (0.5p)

Svar: Falskt
iii) Vilka av foljande pastaenden &r korrekta? (1p)

A Ekvationen for tangentplanet till nivaytan G(z,y,2) i punkten a = (a, b, c) ges
av z = VG- (r —a).
B En normal till funktionsytan z = f(x,y) ges av fi(z,y)i+ fo(z,v)j.

C Stokes sats kan ses som en generalisering av analysens huvudsats till flera dimen-
sioner.

D Formeln for kurvlangd &r oberoende av val av koordinatsystem lings kurvan.
E Det totala flodet av ett rotationsfritt vektorfalt ar alltid noll.

Svar: C, D

4. Rékna ut [[, %em/ydA over omradet D som begrinsas av y = x och x = 3. (2p)

Losning: Omradet som begrinsas av y =  och « = y? har y-virden mellan y = 0 och
y = 1. Om vi alltsa skivar omradet med avseende pa y far vi att integralen ges av

1 ry
/ / 1e"':/yda:dy.
0 Jy2 Y

Vi far att forsta integralen ges av fny %ex/yda@ = [e“”/y] 32 = e — €Y. Den sista integralen ar
standard och ges av

/(e—ey)dy:e—(e—l):l
0

5. Lat C vara kurvan som parametriseras av r(t) = i+ 2tj + (10 — t?)k for 0 < t < 2. Bestim
viardet av integralen

/sinxdm—l—ydy—SOzdz
C

genom att



(a)

berékna kurvintegralen direkt med hjélp av parametriseringen;

Losning: Parametriseringen ger oss x(t) = 1,y(t) = 2t,2(t) = 10 — ¢? och den
parametriserade integralen kan saledes skrivas

I= /02 (sinx(t) 2'(8) +y(t)y () — 302(¢) z’(t)) dt = /02 <4t +60(10 — t2)>dt.

Detta &r nu en vanlig envariabelintegral och kan berdknas direkt:

2 42 600t2  60ttq2
I= / (4t + 600 — 60t3) dt = [— + - —} — 068.
0 2 2 4 1o

utnyttja det faktum att vi kan tolka kurvintegralen som arbetet utfort av ett konser-
vativt vektorfilt F langs kurvan C.

Losning: Vi noterar nu att kurvintegralen kan skrivas som en arbetsintegral

I:/F-dr
C

dér vektorféltet ges av F = sinx i+ yj — 30z k. Detta &r konservativt och kan skrivas
F = V¢ dir en potential ges av

2
¢(x,y,z) = —cosz + % — 1522

Eftersom konservativa vektorfilt ar vigoberoende har vi direkt

I= /Cw; ~dr = ¢(r(2)) — $(x(0)) = ¢(1,4,6) — ¢(1,0,10) = 968.

(3p)

(2p)



6. Anvand Greens formel for att visa att interidren av ellipsen (4.5p)

(x—h)?*  (y—Fk)?
a? + bz !

har en area som ges av wab.

Losning. Greens formel séger allmént att

//VxF-de:§£ F.dr
D oD=C

Arean av en domén D ges i sin tur av

area(D) = //D dA

och for att kunna tillimpa Greens formel soker vi alltsa ett vektorfalt F(z,y) sa att
VxF- k=1

Ett mojligt val ar

F(z,y) = %(—yiﬂﬁj)-

Med detta val ger Greens formel att arean kan uttryckas som linjeintegralen &ver kurvan
C som omsluter D:

area(D) = ;/C(—y, x) - (dz,dy) = ;/C(xdy — ydzx).

For att berdkna denna maste vi parametrisera C. I vart exempel ar C given av ellipsen och
kan parametriseras enligt:

x =h+acosb, y=k+bsind, 0<6<2m.

Med denna parametrisering kan vi skriva linjeintegralen som

;/C(xdy —ydx) = ;/OZW [(h + acosf)(bcosh) — (k + bsin&)(—asin@)} dé

Genom att anvinda trigonometriska ettan cos?@ + sin?6 = 1 kan vi forenkla detta till
integralen

L[ 1
2/ (hbcosf + aksinf + ab) df = 5 [hbsin@ — akcosf + ab@}
0

2w
0
Vi far da slutligen

1
area(D) = 3 (hbsin 2w — ak cos 2w + ab2m — hbsin 0 + ak cos 0) = mab,

dar vi anvant att sin 27 = sin0 = 0 och cos27m = cos0 = 1.



7. Lat S vara ytan som utgérs av den del av cylindern 32 + 22 = 1 som ligger i forsta
oktanten och mellan planen x = 0 och x = 1. Lat D vara soliden som begrénsas av ytan
S, koordinatplanen, samt planet x =1 (se bild nedan). Lat F vara vektorfaltet

F = 3z2%1i — zj — yk.

(a) Anvind Gauss sats for att berdkna det totala flodet av F ut ur D.
(b) Berékna flédet av F ut genom ytan S.

Losning (a): Det totala flodet fran D ges av flodesintegralen

// F . NdS
oD

Enligt Gauss sats kan vi &ven berdkna detta genom volymsintegralen

//DV‘FdV.

V.F=.. =32

Divergensen av F blir

Det totala flodet ges da av

1 w/2 pl
3/// 22dV = 3/ dx/ / (r? cos® 0)rdr = 3—7r
D 0 o Jo 16

Losning (b): Vi vill berdkna flodesintegralen

//SF-NdS

Vi kan utnyttja vart resultat i (a) pa foljande vis. Randen 9D bestar av 5 delar vilka vi
betecknar med Sj, Sy, S3,S54 samt S. Vi later S; vara botten (dvs z = 0), Sy vara sidan
déar y = 0, S3 vara koordinatplanet x = 0 och slutligen Sy vara planet x = 1. Enligt Gauss
sats kan vi nu berédkna flodet genom S enligt

4
//F-NdS:// V-FdV—Z// F - N,dS;
S D i=1 S
3
=16

6



Vi berdknar de fyra flodesintegralerna i ordning. P4 ytan S; har vi z = 0 och normal
N; = —k. Flédet blir

1 1
1
// F- (—k)dSl = // yd51 :/ ydy/ dr = —.
S1 S1 0 0 2

Vi gar vidare till Sy dér vi har y = 0 och Ny = —j. Detta ger F - Ny = 2 och flsdet blir

1 1 1
// xdSs :/ a:d:c/ dz = —.
Ss 0 0 2

P& S5 har vi z = och Ng = —i vilket ger F - Ng = —3z2° = 0. Flodet genom S3 #r alltsa
noll.

Slutligen har vi Sy. Har 4r z = 1 och N4 =1 vilket ger F - N4 = 3222 = 322. Flodet blir

w/2 1
/ 322dSy = 3/ d9/ (7"2 cos® O)rdr = 3—7T
Sy 0 0 16

Vi samlar nu ihop alla vara delresultat och far flédet genom S till

//F.Ndsz?m—_l_l_o_?ﬂr:_l‘
s 16 2 2 16



