MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2017-10-26 kl. 14.00-18.00
Tentamen Telefonvakt: Jakob Hultgren
ank. 5325

TMV122/177 Inledande Matematik Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.
Betygsgranser: 3: 20-29, 4: 30-39 och 5: 40-50.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godként.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Losgor bladet och
lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstdndiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poéng.

2. (a) Bestdm ekvationen foér det plan IT som &r ortogonalt mot planet x 4+ y + z = 0 och innehaller
den linje ¢ som gar genom punkterna (1,0,—1) och (1,-2,1).

(b) Lat ¢ vara skiirningslinjen mellan planen IT; : z = —1 och Il : « + y = 1. Beriikna det minsta
avstandet mellan punkten (—1,—2,1) och linjen 2.

3. Bestdm definitions- samt virdeméngden for funktionen
f(z) = exp(—2?)/422 — 1.

4. Lat f och g vara funktioner och a, L, M € R.

(a) Skriv ned den exakta matematiska definitionen av

lim f(z) = L.

Tr—a
(b) Antag att lim,_,, f(xz) = L och lim,_,, g(x) = M. Visa att

lim (f(z)+g(x)) =L+ M.

5. Rita grafen till funktionen
(@) 2 —4
9\& = 22 -1

6. En triangel ABC har ett horn i punkten A = (—1,0) och ett horn i punkten B = (1,0). Hur liten
kan triangelns omkrets vara om triangelns area &dr 17

7. (a) Skriv ned definitionen av att en funktion f &r kontinuerlig i en punkt a € Dy.
(b) Skriv ned definitionen av att en funktion f &r deriverbar i en punkt a € Dy.

(¢) Genom att anvénda definitionerna i (a) och (b), visa att funktionen

2 -z, r>1
@)= { sin(rz/2), x<1

ar kontinuerlig men ej deriverbar i punkten z = 1.

Lycka till!
Martin H
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Berikna foljande grinsvirden: (3p)

Lo ( 1 1 )
1. lim — —
z—0 \ tanx sinx

1 2x
ii. lim <1+>
T—00 x

L6sning:

(b) Bestdm samtliga losningar till det linjéra ekvationssytemet

r + y + 2z = 1
r + y + z =0
2r + y + z =1

Lo6sning:

Var god vind!

(3p)




—3)2
(c¢) Beriikna lutningen pa ellipsen % + (y —1)®> = 2 i punkten (5,2).

Lo6sning:

................................................................................

(d) Beriikna vinkeln ¢ mellan vektorerna x = (1,0,1) och y = (1,1,0) om 0 < ¢ < 7.
Losning:

................................................................................

(e) Visa att funktionen T'(z) = 1 + sin(z/2) har en invers. (Du behdver ej beriikna inversen.)
Losning:

(f) Berédkna ¢'(1) da g(t) = sin(arccos(t/2)).
Losning:

(2p)

(2p)

(2p)

(2p)



Lésningsforslag TMV122/177 Inledande Matematik Z/TD, 171026

(a) (i) Genom omskrivningen

. 1 1 . cosx—1
hm< — >:hm

z—0 \tanx sinz z—0 sinx

far vi ett gransvarde av typen [%]. Anvandning av ’'Hopitals regel ger

2z
1
(ii) Med y = (1 + > har vi

x

1
Iny =2z1n (1 + )
x
och anvandning av I’Hopitals regel ger

X

1 In(1+ 1 1
Jim 2$1n<1+> L Ul s) PSRN S
T—00 €T r—00 /1’ T—r00 X

Detta ger att y — e da  — oo eftersom e® dr kontinuerlig i z = 2.
(b) Radreduktion ger

11 21 1 1 211 11 21 1 0 0] 1
11 1{]0|{~f0 O —-1|-1|~]013|1|~]010|-=-2]/|,
2 1 1|1 0 -1 -3|-1 0 0 1|1 0 0 1|1
dvs. ekvationssystemet har den unika 16sningen
T 1
y| = |2
z 1
(¢) Implicit derivering ger
2 oy =0y =
1 Yy = Yy = 4y’
vilket i punkten (5,2) ger lutningen
5 _ 5
YT T2 T8
(d) Kom ihag att
xXey
x oy = || [yl - cos & < cos & = ,
x| -yl

vilket i detta fall ger

1 1
cosp = = -

V22 2

och dérmed att ¢ = /3.
(e) Vi observerar att

1
T'(z) =1+ 3 cos(xz/2) >0, VzeR,

eftersom cos(x/2) > —1. Detta medfor att T &r en stringt vixande funktion och dérmed
injektiv vilket ar precis det som krévs for att T' ska vara inverterbar.



(f) Kedjeregeln ger att

g'(t) = cos(arccos(t/2)) - <_\/1—1T/4> .

Genom att vilja t = 1 far vi

g'(1) = — cos(arccos(1/2)) - 1 _ 12 1

114 2 V3 V3

2. (a) Planet z + y + z = 0 har en normal n = (1,1,1) och linjen som gar genom punkterna P =
(1,0,—1) och @ = (1,-2,1) har en riktningsvektor v. = PQ = (0,2, —2). En normal ny till
planet IT &r alltsa ortogonal mot bade n och v och vi kan vélja

np=nxv=(-4,22).

Detta ger att II har en ekvation av formen —4x + 2y + 2z = D {6r nagot (reellt) tal D.
Inséttning av en punkt i planet, t.ex. P, ger D = —6. Alltsa dr —2z + y + z = —3 en ekvation
for planet II.

(b) Omy =t ger x+y=1att x =1 —¢, dvs. den skalidrparametriska formen av skiirningslinjen

ar
r=1-—1
l:< y=t , teR,
z=—1

vilket ger den vektorparametriska formen
0:x=(1,0,—1)+t(—1,1,0), teR,

och didrmed punkten xo = (1,0, —1) pa linjen och riktningsvektorn v = (—1,1,0). Det stkta
avstandet s mellan punkten x = (—1,—2, 1) och linjen ¢ kan nu beriiknas enligt
|(x —x0) x v| [(=2,-2,2) x (=1,1,0)] [(—2,2,—4)]

R I NG =T T

3. Kom ihag att exp(t) och v/* har definitionsmiingderna R respektive [0, o0). Vi har diirmed
Dy = (—00,—1/2]U[1/2,00).

Eftersom funktionen dr jimn (f(—z) = f(x)) behover vi endast betrakta x € [1/2,00). Vi har
f(1/2) =0 och

4?1 VE—1/22
lim fr) = fim YA L gy IVASVE o B

2
T—00 T—00 ex r—00 er rz—o0 et

(dér den sista likheten kan visas, t.ex., med 'Hopitals regel). Genom att anvéinda produkt- och
kedjeregeln berdknar vi derivatan

—T

8z —2x(4z? — 1)+ 4z _,
= et = ——e
2v/42? — 1 4a2 — 1 4z? — 1
Detta innebir att f #r stringt viixande pa intervallet (1/2,1/3/2) och stringt avtagande pa inter-

vallet (v/3/2, 00). P4 grund av att f(1/2) = 0 och ovanstaende grinsvirde kan vi dirmed konstatera
att virdemiingden V; = [0, f(v/3/2)]. Vi har

2 B 21’(3—45[}2) 2

f'(x) = —2zexp(—2?)V4x2 — 1 + e

F(V3/2) =73/ 4 Z —1 =24

och det slutgiltiga svaret blir
Vy = [0,v2e7%/4].



4.

5.

(a) For varje € > 0 existerar § > 0 sadant att 0 < |x — a| < 6 medfor att |f(z) — L| < e.
(b) Se Example 4 i Section 1.5 i Adams & Essex, ‘Calculus’.

Vi har Dy = R\ {£1}.

Derivatan beriknas enligt

, 2z 2z(x? — 4) 2z
g (.T) = T2 _ 1 2 12 (2 1\2
?2-1  (22-1) (2 -1)
vilket ger den enda kritiska punkten z = 0.
Vidare ges andraderivatan av
2 422 —622 — 2
12
= — 2 =
T e w7

och dédrmed saknas inflektionspunkter.
Vi har nu féljande tabell

T -1 0 1

g - - + +

gl/ _ _|_ _|_ _

g Ny ej def. N min N ej def. N

konkav konvex konvex konkav

Eftersom

har vi vagréita asymptoter y = 1 da @ — Foo. Vi har dven lodréita asymptoter £ = +1 med

lim g(z) = £oo.

z——1F

lim_g(x) = Foo,

z—1%t

Slutligen observerar vi att grafen korsar x-axeln i punkterna x = +2 och ritar grafen:

Grafen tillg(x)
g(x)

10




6.

7.

Lat C beteckna triangelns tredje horn med koordinater (z,h). Eftersom basen har lingd 2 ges

triangelns area av A = 5 = h, och eftersom det &r givet att A = 1 har vi h = 1. Det foljer av

Pythagoras sats att summan av ldngderna av sidorna AC och BC ges av

Liz)=(x+1)2+ 1+ /(z —1)2 + 1.

Genom att anvinda kedjeregeln beridknar vi derivatan

€Tr) =
V+1)2+1 0 (z-1)2+1
och andraderivatan
L”(:L') _ 1 B (1’ + 1)2 " 1 B (x — 1)2
(x+1)24+1 ((z+1)24+1)3/2 @_12+1 ((z—1)2+1)32
1 1

G+ 12+ P2 T (@12 )2
Vi observerar att L’(0) = 0 och att L"”(x) > 0, Vx € R. Detta innebir att z = 0 &r den globala
minimumpunkten f6r L(x) och ddrmed att triangelns minimala omkrets &r

24+ L(0) =2+2vV2=2(1+2).

(a) En funktion f &r kontinuerlig i en punkt ¢ € Dy om gréansvérdet lim,_,, f(x) existerar och

lim,,, f(z) = f(a).

B) —
(b) En funktion f &r deriverbar i en punkt a € Dy om grénsvirdet }llir% w
-y

(¢) Genom att anvénda att 2—x och sin(rz/2) &r kontinuerliga funktioner berdknar vi gransviirdena

existerar.

lim f(z) = lim sin(rz/2) =sin(7/2) =1,

x—1— x—1—

lim f(z)= lim 2—2)=2-1=1.

z—1t z—1t

Detta ger att lim,_,; f(z) existerar samt att lim, 1 f(x) = f(1) och vi har dirmed visat att
f ar kontinuerlig i z = 1. Angaende derivatan observerar vi att
2 (1+h)—1

lim w = lim ————~—= = lim (-1) = —1.
h—0t+ h h—0t+ h h—0t+

Genom att anviinda den trigonometriska additionsformeln
sin(x + y) = sinz cosy + cos T sin y
och gransvirdet (man kan anvinda 'Hopitals regel istéllet)

cosx — 1

lim =0
x—0 xT
hérleder vi
o JAER =S ) 0=k T cos(mh/2)
h—0— h h—0t h h—0t h '
f(A+h) - f(Q1)

Dérmed existerar ej derivatan f'(1) = %imO 0 eftersom ovanstaende berdkningar
—

visar att motsvarande hoger- och vénstergransvarden &r olika.



