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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: den 5 januari, 2024, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Saba har en lada med fyra gula strumpor, tre svarta och tre bla. Saba tar
tva strumpor slumpmaéassigt.

(a) Vad &r sannolikheten att Saba drar tva gula strumpor? (2p)
(b) Vad &r sannolikheten att Saba drar tva strumpor av olika firg? (2p)

(c) Givet att Saba inte drog nagon gul strumpa, vad dr sannolikheten
att hon far tva strumpor av samma farg? (3p)

L6sning:

. vq. N . . /4

(a) Antal sitt att vélja tvd gula strumpor ur en samling av fyra &r (2)
och det totala antalet sdtt att vélja tva strumpor &ar (120) s& att den
sOkta sannolikheten blir

4

() _6 _ 2

A2 2 o = (~0.1333).

(120) I 15( 0.1333)

(b) Bade antalet svarta och bla par &r (3) Vi far déarfor att den sokta
sannolikheten blir

1_(;‘)+(§)+(§) _, 64343 12

() 5B

411
—15 = 15 (% 0.7333).

(¢) Lat P vara hindelsen att Saba drar ett par, och 14t G vara hindelsen
att Saba drar minst en gul strumpa. Vi soker da

P(P NG

P(PICY) = ~ 56
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Det finns sammanlagt 6 strumpor som inte &r gula sa att

6
LGOI

Storleken pé (dvs antalet utfall i) héndelsen P N G &r (g) + (3)

motsvarande antalet matchande par i svart respektive blatt. Vi far

" () + ()
+ 6 2
P(PNGe) =22 _ 2 _ =
(2) 45 15
Till slut ser vi d& att
P(PNGY) & 6 2
P(PIGS)=—~——— ‘2 =15 — — _Z
(PIG) P(Ge) I 715 5

2. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion

fx(x) = Cxzx for z € [1,5].

(a) Bestdm C sé att detta verkligen blir en téthetsfunktion. (2p)

(b) Lat Y = eX. Bestiim tithetsfunktionen for Y. (3p)

(c) Bestam E[Y]. (3p)
Losning;:

(a) Vi har att C maste uppfylla villkoret

e} 5 275
25 —1
1=/ fX(x)dl‘Z/ de:v:C[x] =C o — 120
) 1 2 1 2

s att C = 1/12.
(b) Vi gar som vanligt (nér vi har kontinuerliga slumpvariabler) via for-
delningsfunktionen. Vi ser da att

Fy(y) = B(Y <y) = B(e¥ <y) = P(X < logy) = Fx(logy).
Vidare ar (for x € [1,5])

2 24

T 27T 2_1 2_1
FX(I):IP(XSx)zfl Csds:C[SQ} o z .
1

Vi observerar ocksé att om X € [1,5] s gilller att Y € [e!, €]. Dérfor
ser vi att for y € [el, €]
(logy)® —1
Fy(y) = Fx(logy) = ——7——
24
sé att

d (log Z/)2 —1 12logy log y
=F = — = - =
fy(y) Y(y) dy 2 y 24 12y )

for e <y < ed.
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(¢) Vi har att

o0 65 10
E[Y]=/ yfy(y)dy=/1 ylgjdy=ﬁ )

65

(log y)dy

1 I
= {z=logy, dz = dyédy:ydz:ezdz} = —/ ze*dz
) 12 )4

vilket man dven kan se genom att observera att

5
EY]=E[eX] = %/1 e’xdr.

Vi fortsdtter och ser att

1 [° 1 s 1 3
E[Y] = —/ efrdr = — [ze”]] — —/ edx
12 /, 12 12 /,

5e5 — el 1 [ x]5 5e5 —el  ed—el  4ed  €°
S P _ —
12 12t

12 12 12 3

3. Ottilia gillar att kasta snobollar pa sina ldrare nér de kommer till skolan.
Hon star pa skolans tak och kastar pa dem nér de gar in genom huvud-
porten pa morgonen.

Antag att Ottilia har tio snébollar och kastar en boll vardera mot tio olika
larare. Antag ocksa att Ottilia traffar med sannolikhet 4/5. Lat X vara
antalet triffar en viss morgon.

(a) Vilken fordelning har X7 Vilka (om négra) antaganden behdver du
gora for att detta skall stdmma? (2p)
(b) For att Ottilia skall vara nojd vill hon tréffa minst nio av lararna.
Vad ar sannolikheten att Ottilia traffar minst nio av ldrarna en viss
morgon? (2p)
(c) Antag att Ottilia upprepar denna procedur under sammanlagt 30
mornar med sn6. Vad &r sannolikheten att hon blir n6jd minst 15 av
dessa? Motivera ditt tillvigagangssatt. (3p)

L&sning:

(a) Vimaste anta (och det &dr fullt rimligt) att Ottilia traffar varje snéboll
oberoende av varandra. Vi har da att X ~Bin(10,4/5) dvs att X &r
binomialférdelad med parametrar n = 10 och p = 4/5.

(b) Vi soker
P(X >9)=P(X =9) + P(X =10)

= (190)199(1 —p)+ Gg)pm(l -p)°

491 410 10.4° 4410
=10—Z= + _ 104 +4n
59 5 510 510

(~ 0.3758).
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(¢) Har kan vi anvinda normalapproximation (dvs Centrala gransvér-
dessatsen). Vi bor dock kolla ifall det &r rimligt. Om Y &r antalet
dagar hon &r nojd sé dr Y ~Bin(30, q) dir ¢ = P(X > 9) och vi har
att 30¢ > 11 och vara vanliga tumregler ger da att vi kan anvinda
normalapproximation.

Observera att E[Y] = 30g och att Var(y) = 30¢(1 — g). Vi soker

Y — 15 —
P(Y > 15) =P & > P 5730q
V30q(1 = q) 30q(1 - q)
~P(Z > 1.4044) = P(Z < —1.404) ~ 0.0749
dér vi anvéinde tabell och dér som vanligt i dessa sammanhang Z ~N(0, 1).

4. Rebecca Schrodinger betraktar tva atomer som hon véntar pa skall son-
derfalla. Deras sonderfallstider T7 och 15 anses vara exponentialfordelade
med parametrar 51 = 1 respektive o = 1/2.

(a) Rebeccas katt pastar att den gemensamma tathetsfunktionen for T)
och T5 ges av

fro 1, (t,8) = 2tse 2" for t,s > 0.

Rebecca har inte fér vana att ta rad av sin katt, men undrar om det
6verhuvud taget ar mojligt det katten pastar? (3p)

(b) Rebecca kénner anda att det dr mer rimligt att sonderfallstiderna ar
oberoende. Under detta antagande, berdkna sannolikheten att den
forsta sonderfallstiden (77) &r hogst héalften av den andra (73). (3p)

Losning

(a) Nej, och detta kan man se pa fler olika sitt. T.ex. s& har vi att
marginaltathetsfunktionen for T3 i sddana fall skulle bli

fn®) = [ frm(t.s)ds
0

:/ otse 23 ds = [5 (7672“)]30 +/ o215 I
0

0

L o L.
=0+ |[—— 8 = — fort .
0 { 2t6 ]0 o ort>0

Detta ar dock ingen tathetsfunktion da vi uppenbarligen har att

1
/ —dt = co.
0 2t

(b) Om de &r oberoende géller att

1 1
fT17T2 (t’ S) = fT1 (t)sz (S) = e_t/ﬁl 6_3/[32 = 26_t_2s'
B B2
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Vi soker P(T} < T»/2) och har da att

P(Tl < T2/2) = // fT1,T2 (t7s>dtd8
t<s/2

oo ps/2 0o 5/2
= / / 2e 1725 dtds = / [—2677&725}0 ds
o Jo 0
= / 2625 — 2e7/27 25 g = / 2e72% — 2e7%%/2(s
0 0

4 * 4 1
— | _p2s * _—b5s/2 —1— ===
[ e + 56 }0 5 5
5. Lat X vara en slumpvariabel med téathetsfunktion
fx(z)= Be 02071 for 0 < z <e,

déar # > 0 ar en parameter som skall skattas. Anvind maximum likelihood
metoden for att hitta en skattare for 6. (5p)

Losning: Vi har att likelihooden ges av

och log-likelihooden blir darfor

1(0) =log L() = nlogf —nf + (6 — 1) > _ log z.
k=1

Vi vill maximera denna med avseende pa 6, och scker darfor nollstillen
for derivatan. Vi har att

'(0) = % —-n+ Zlogmk,
k=1

och villkoret 0 = 1'(6) ger oss att

1

1
- % 2221 log zy, .

1 n
ezl—g;logxk s& att 0 =

For att kontrollera att detta ar ett minimum observerar vi att
n
1"(0) = 2 <0

eftersom 6 > 0.
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6. Ett speditionsforetag far en massa paket med mystiskt innehall addresse-
rat till en Dr Fronkensteen. Enligt beskrivningen pa paketen skall de viaga
i genomsnitt 9 kilo, men det star ingenting i beskrivningen vilken varians
vikterna har. Speditionsforetaget bestdmmer sig for att gora en kontroll
och véger darfor sex paket med foljande resultat.

Paket nr: | 1 2 13 4 5 6
Vikt (kg): | 7.8 | 10| 13.1 | 8.5 | 10.7 | 9.6

Bestim ett 90% konfidensintervall for o2. (5p)
Losning;:

Vi ser att (med n = 6)

n—1

1 n
fi=7=9.93 och 5% = > (wk —T)* &~ 3.45.
k=1

Enligt foreldsningen sé &r

C D 1) =326,

Tabellerna ger att X2 g5(5) ~ 1.15 och att x2 5(5) &~ 11.1. Vi ser dérfor

att
n—1)s?
09="P (X8.95(5) < % < X8.05(5))
_p ((n— 1)s? o2 < (n— 1)52)
X5.05(5) T T Xbos(B) )’
sa att

—1)s2 —1)s2
- [(”2 )s ,(”2 )s ] ~ [1.56,15.07],
X6.05(5) " XG.05(5)

blir ett 90% konfidensintervall for o2.

7. Foretaget Zkan tillverkar en méngd olika matprodukter och maste alltid
deklarera innehallet i dessa. For att méta halten (i %) av méttade fetter
har de anviint en traditionell metod som eventuellt inte var sa exakt. De
testar darfor en ny metod som kanske gor precisare métningar.

For att ta reda pa om det finns nagon skillnad mellan metoderna tar
de atta olika matprodukter, och fér varje produkt méter de med bada
metoderna. Resultatet blev som foljer.

Matprodukt nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
% Mittat fett (Metod 1): [ 2.2 (13.1 14|64 |89 |19.4|12.0] 3.9
% Mattat fett (Metod 2): | 2.5 | 13.3 2.1 | 7.5 |10 | 19.1 | 12.4 | 3.4
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Zkan undrar ifall metoderna systematiskt producerar olika resultat. Ange
darfor ett 95% konfidensintervall for skillnaderna. (5p)

Losning: Det viktiga hér &r att observera att det ror sig om en situation
med parade stickprov. Vi borjar darfér med att gora en tabell 6ver dessa

skillnader:

Matprodukt nr: | 1 2 3 4 5 6 7 8

Skillnad (z): -03|-02|-07|-11|-11/03]| —-0.4]0.5

Var punktskattning av skillnaden blir

8
1
N ~ —0.375.
8 ;Z’“

Vi far har anvianda referensvariabeln

A-A
R—WNt(n—l)

dér n = 8 och (som vanligt)

s& ett 95% numeriskt konfidensintervall blir

A s V0.345
In = A £ t0.025(7)—= = —0.375 + 2.365
A ().025( )\/g \/g

~ [~0.867,0.116].

8. Ett foretag IsoHeatPressure (IHP) haller pa att ta fram ett nytt vér-
meisolerande material. De har tagit patent pa en ny typ av fiber (kal-
lat ArmoFib™) som de blandar in i materialet. Foretaget hoppas att
ArmoFib™skall ¢ka resistensen mot slag (viirmeisolerande material #r

notoriskt sproda vilket &r ett stort problem).

IHP gjorde 7 blandningar med olika halter av ArmoFib™och formade
dessa till plattor. Sedan slog de pa plattorna tills dessa krackelerade, och

noterade anslagsenergin pa det slag som fick plattorna att krackelera.
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De fick foljande data:

x: Halt ArmoFib™(%): [ 2 [25[3[35[4 [45][5
y: Energi (kJ): 1.8 18224262727

och dessa data kan sammanfattas i att

7

7 7
Z(l‘k —f).Q =1, Z(l‘k —T)(yr — ) ~ 2.55 Z(yk —@).2 ~ 1.01.

k=1 k=1

=

—

a) Anvind data for att anpassa bésta mojliga regressionslinje. (1p)

(a)
(b) Gor ett hypotestest for att undersdka huruvida motstandskraften mot
slag paverkas av halten ArmoFib™. Anvind signifikansnivan 0.01.

(4p)

(¢) Antag att man vill ha en platta som kan motsé anslagsenergin 6 kJ.
Hur mycket ArmoFib™séger din modell att man skall ha? Reflektera
over ditt svar. (2p)

Lo6sning:

(a) Vi ansétter y = By + S1x och har att

.S, . .
B1 = S—y ~ 0.364 och By =7 — 51T ~ 1.01
(b) Vi skall alltsa testa
Hy: By=0
Hy: B1#0

pa a = 0.01. Vi vet att Bl ~ N </3’1, g—i) sd att under Hy (dvs om

51 :0) ar
~ o2
61 ~ N (07 Szm> .

Vi véljer darfor test-statistikan

h®
= syvs, ~ =1

dér ¢(5) &r noll-fordelningen och

Z(yk — Bo — Brak)?(~ 0.016).

k=1

1
S? =
Ton—2

Om H; stdmmer si bor T(E) avvika fran 0 med ganska mycket,
antingen i positiv eller negativ riktning. P-virdet ges darfor av

p-virde = 2P(T'(E) > |T'(¢))
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och hér blir

B 0364
1O = go/vem ~ Voorova ~ o

Tabell ger att

p-virde = 2P(T(E) > |T(¢)|)
~ P(T(E) > 7.64) < P(T(E) > 5.959) = 0.0005.

Da p-virdet dr mindre &n « forkastar vi Hy pa signifikansnivan 0.01.

Vi vill alltsa hitta halten x sa att
Bo + Bz =y =6.
Detta innebér att x skall véljas s& att

6 — Bo N 6—A,80 _ 6—1.01 ~13.7
51 51 0.364

8
|
l

Reflektion: Vart svar (13.7) ligger mycket langt utanfér det omrade
dér data som modellen &r baserad pa finns. Det finns en 6verhdngande
risk att lineariteten inte &r “giltig” ndr man gar sa langt utanfoér
omradet, och déarmed bor vi tillskriva denna foérutseelse mycket lag
tillforsikt. I princip bor vi ignorera det helt och istéllet gora fler
experiment.



