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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: den 23 oktober, 2023, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 7 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Ahmed &r projektledare pa ett vigbygge och skall anvéinda armeringsjéarn.
Det finns tva typer (typ a och typ b) av armeringsjirn tillverkade av
olika stal-legeringar. Om man bockar ett armeringsjirn av typ a sa knécks
det med sannolikhet 0.05, men om man bockar ett armeringsjérn av typ
b s& knécks det med sannolikhet 0.6. Praktikanten Berra rakade blanda
armeringsjarnen sa att det i en hog ligger 100 stycken av typ a och 10
stycken av typ b.

(a) Ahmed plockar ett armeringsjarn ur hgen slumpmaéssigt och bockar
det. Vad &r sannolikheten att det knicks? (3p)

(b) Om armeringsjarnet som Ahmed bockar knécks, vad ar d& sannolik-
heten att det var av typ a? (2p)

(c) Antag istéllet att Ahmed plockar tre armeringsjirn slumpméssigt ur
hogen. Vad dr sannolikheten att hogst ett av armeringsjarnen ar av

typ b? (2p)
L&sning;:

(a) Lat A vara hindelsen att Ahmed plockar ett armeringsjarn av typ
a och lat B vara hindelsen att Ahmed plockar ett armeringsjarn av
typ b. Vi later sedan K beteckna héndelsen att jarnet knécks vid
bockning. Vi séker P(K') och har att

P(K)=P(KNA)+P(KnB)
=P(K|A)P(A) + P(K|B)P(B)

100 10 546 1
=005 + 065 = 110 T 107
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(b) Vi soker nu P(A|K) och har enligt Bayes sats att

_ P(A) _ o510 _
PIAIK) = P(E|A) 5 75 = 0054 = 7.

(¢) Lat X vara antalet armeringsjarn av typ b som Ahmed plockar upp.
Vi soker da

P(X <1)=P(X = 0) + P(X = 1)

100 100\ /10
_ El?og (2)(7) _ 211200 320 o oooe
3

("30) 215820 327
Hér har vi anvant att man kan plocka 3 armeringsjarn ur en samling
av 110 pa (1§0) sitt, att man kan plocka 3 armeringsjérn ur en samling

av 100 pa (120) satt etc.

_|_

2. Lat X vara en slumpvariabel med ha tathetsfunktion

f(k)=Ckfor k=1,2,3,4,5

[N}
ch

(a) Bestdam C' sa att detta verkligen dr en téthetsfunktion. (
(b) Lat Y = e~*. Bestdm tithetsfunktionen for Y. (
(c) Beriikna E[(log Y)?].

SRS
CIRCH

L&sning:

(a) Vi har att C maste uppfylla villkoret

5 5
1= fx(k)=)» Ck=C> k=15C
k k=1 k=1

sé att C' = 1/15.

(b) Y kan anta viirden i méingden {e=1, e72 73, e7% 7%} och vi har att

P(Y =e ®) =P(X =k) = 1%
fork=1,...,5.
(¢) Vihar att logY = —X sa att
5
E[(logY)?] = E[(-X)*] = E[X?] = ) K*P(X =k)
k=1

_ik2£_1+23+33+43+53_@_15
r=tnta 15 IR




Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik MVE091 3

3. En spegel som skall anvéindas i ett teleskop far inte ha féor manga defekter.
Defekter uppkommer slumpméssigt och man vet att en viss tillverknings-
procedur i genomsnitt genererar 0.03 defekter per dm?.

Foretaget MRRor tillverkar speglar med ovan ndmnda tillverkningsproce-
dur. Deras speglar ar alla 1 m? stora.

(a)

(b)

Teleskopstillverkaren TeleSkope képer en spegel av MRRor. For att
de skall kunna anvidnda spegeln far den hogst ha en enda defekt. Vad
ar sannolikheten for detta? (3p)

Om TeleSkope istéllet koper 1000 speglar, vad &r sannolikheten att de
kan anvénda minst 200 av dessa? Vi kan hér anta att antalet defekter
per spegel ér oberoende av varandra for de olika speglarna. (4p)

Losning:

(a)

Det forsta vi maste forsta ar att vi har att géra med en Poissonpro-
cess. Detta d& vi rdknar antal hindelser (defekter) i en méngd (som
hiir &r ytenhet i enheten dm?). Lat X vara antalet defekter pa en
spegel och observera att 1 m? #r 100 dm?. Vi har déirfor att

X ~ Poi(0.03 x 100) = Poi(3),

och vi soker att P(X < 1). Vi har att
P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) = e 3+ e =4e™3(x 0.1991).

Lat Y vara antalet speglar som kan anvindas. Under antagandet om
oberoende har vi att Y ~Bin(1000,p) dér p = 4e~3. Vi soker da
P(Y > 200) och for att berdkna detta maste vi anvéinda normalap-
proximation. Centrala gransviardessatsen ger att

Y ~ N(E[Y], Var(Y)) = N(1000p, 1000p(1 — p))

dér vi i likheten anviander var kunskap om binomialférdelningen. Vi
ser att

P(Y > 200) =P < Y —1000p 200 —1000p )

v/1000p(1 —p) ~ +/1000p(1 — p)
~P(Z>0.0674) =1—P(Z <0.0674) ~ 1 — 0.526 = 0.474.

dér vi satte in viardet pa p och sedan har interpolerat i tabell for att
fa fram den sista approximationen.

4. Betrakta slumpvariablerna X,Y med den gemensamma tathetsfunktionen

fxy(z,y) =2xe™ for x € [0,1] och y € [0, 00).
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(a) Hitta marginaltdthetsfunktionerna for X respektive Y. (3p)
(b) Ar X,Y oberoende? (1p)
(c¢) Berdkna sannolikheten P(X > Y). (3p)
Losning

(a) Vi har att
fx(x) = B fxy(z,y)dy

= / 2ze Ydy = 2x [—efy]go =2xfor0<z<1,
0

och att
fy(y) = Ifxy(z,y)dx
1

= / 2ze Ydx =eY [xg]é =e Y for0<y<oc.
0

(b) Om de &r oberoende skall vi ha att fx vy (z,y) = fx(z)fy(y). Vi ser
att
Fxy(z,y) =2we" = (22) (e7Y) = fx(2) fy (y)

for x € [0,1] och y € [0, 00) och annars &r allt 0, s& de &r oberoende.

(¢) Vi har att

IP’(XZY):/ § Ixv(z,y)dzdy

Y
1 T 1
= / / 2ze” Ydydx = / 2x [—e*y]g dx
o Jo 0
1 1 1
= / 2x (1 — efx) dr = / 2edr — / 2xe *dx
0 0 0

= [2?]} -2 [—xe‘w]é - 2/1 e Tdx
=142 4277 =1 +O4e*1 —2=4de ' —1.
5. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion
fx(@) =00+ tQ—z)for0<z <1
dar @ > 0 ar en parameter som vi vill skatta.

(a) Bestdm momentskattaren for parametern 6. (4p)
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(b) Antag att man fick féljande métvirden nidr man simulerade slump-
variabler fran férdelningen beskriven av fx:

data: 3 To T3 Ty Ts5
viarde 0.19 0.23 0.09 0.31 0.44

Anvind dessa mitvirdena for att hitta en numerisk skattning av 6.

(1p)
(¢) Anvénd ditt svar i (b) for att uppskatta sannolikheten att nésta mét-
virde (dvs xg) blir minst 1/2. (2p)
Losning:

(a) Enligt momentmetoden skall vi borja med att berdkna vintevirdet
av X. Vi har att

E[X] = /OO xfx(x)dx :/o 00 + 1)z (1 — z)dx

20+1 20+211
9+1_9+2L
1 0
O+1)0+2) 0+2

1
:9(9+1)/ xe—xeﬂdz_e(eﬂ){
0

—6(6+1) [eil_eiJ —0(6+1)

Momentmetoden foreskriver att vi nu skall 16sa ut 6 ur sambandet

x- ! S 0+2)X=0<0(1-X)=2X

0+2
sa att till slut -
- 2X
0 = .
1-X
(b) Vi har att T = 0.252 sa att
O(z) = —— ~0.6738.
(¢) Vi soker nu
1
P(X>1/2)= [ 000+ 12’ (1 —2)dx

1/2
1 1
= 0(0 + 1)z dx — 0(0 +1)a’dx = [(0 + 1)2°]; ;5 — [02"T1]] 4
1/2 1/2

=0+1)1-2"%-0(1-27"1)~0.162,

om vi anvander att 0 = 0.6738.
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6. En kemisk process syftar till att framstélla helt ren bensen. Det gar dock
inte att undvika orenheter, och forskarna vill férstd hur mycket orenhe-
ter slutprodukten typiskt innehaller. De gjorde darfor 8 forsck och fick
féljande data.

Forsok nummer: 1 2 3 4 5 6 7 8
% orenheter: 45 29 44 26 2.8 6.0 58 5.38.

Forskarna antar att data kommer fran en normalférdelning med okédnda
1 och o2. De antar ocksd att utfallen av experimenten &r oberoende av

varandra.
(a) Skatta u och o2. (2p)
(b) Ange ett 95% konfidensintervall for p. (3p)
(c) Ange ett 99% konfidensintervall for o2. (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

L=T=4.35
och att
. 1 10
2 — g2 = —72’[\\1 .0743.
o2 = s°(x) 1071’;(3319 T)% ~ 2.0743

(b) Vi anvénder hér referensvariabeln
_ X

R= T

~tn—1)

och ser att

X —
0.95 = P(—to.025 < R < tp.025) =P (—to.ozs < 5/ K < to.025)
s — s
=P _t0'025ﬁ <X —p<toos—F=

— S f— S
=P(X —toos—=<pu<X+tyoss— | .
( 0.025 \/§ H 0.025 \/§>
Ett 95% numeriskt konfidensintervall {6r p blir d& (tg.025(7) ~ 2.365
enligt tabell)

V/2.0743
I, = T tg.005 = ~ 4.35 £ 2.365 "2

~ [3.146,5.554].
7 75 [ ]
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(¢) Har anvander vi referensvariabeln

(n —1)52

2
R = 5 ~x“(n—-1)

g

och ser fran tabell att X2 405(7) & 20.3 och X3 g95(7) ~ 0.989. Vi har
darfor att

0.95 = ]P)(X(z)_995 <R< X(2).005)

(n—1)82
=P <X3.995 < o2 < X(2).005

=P (%1)52 <g?< (1%—21);5'2> .
X0.005 X0.995
Ett 99% numeriskt konfidensintervall for o2 blir da
7. [(712— 1)s? (n— 1)32]
7 X3.005(7) " X3.995(7)

_[7-2.0743 7.2.0743
- 20.3 7 0.989

} ~ [0.715, 14.682).

7. Arabia har tva fabriker som tillverkar muminkoppar. Vid tillverkning av
porslin sorteras slutprodukterna in i tre kategorier namligen A, B och C.
Kategori A innebér att produkten inte har nagra synliga fel, kategori B
har smérre synliga fel och kategori C har allvarliga synliga fel. Koppar i
kategori A siljs till fullpris, kategori B séljs till reducerat pris och kategori
C kasseras.

Ledningen for Arabia vill undersoka huruvida det finns nagon skillnad i
kvaliteten mellan muminkopparna som tillverkas vid de tva fabrikerna.
Man valde dérfor slumpmaéssigt ut 100 koppar var fran de tva fabrikerna
och fick f6ljande data:

Kategori: A B C
Fabrik nummer 1: 61 19 20
Fabrik nummer 2: 54 18 28

Tabellen skall 1dsas s& att av de 100 testade kopparna fran fabrik nummer
1 s& var 61 av kategori A, 19 av kategori B och 20 av kategori C.

(a) Testa huruvida proportionen koppar av kategori A skiljer sig mellan
de tva fabrikerna. Formulera ditt test noga och genomftr testet pa
signifikansnivan 0.1. (4p)

(b) Fabriksledningen misstanker pa forhand att proportionen koppar som
maéste kasseras ar hogre i den andra fabriken &n i den forsta. Formu-
lera ditt test noga och genomfor testet pa signifikansnivan 0.1. (4p)

Losning;:
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(a) Lat pf* och pg vara proportionen av kategori A i fabrik nummer 1
respektive nummer 2. Vart hypotestest blir

Hy: p{=pj
Hy: pft #pi.

Vi anvander test-statistikan
Pl — g Ho

~ N(0,1)
- (& +2)

dédr som indikerat, nollférdelningen ar approximativt N(0,1). Har dr

T(X,Y) =

~A ~A
A TPy + Nep;
ny + no

Vi vill berékna p-véirdet och borjar med att kolla vad T'(x,y) blir. Vi

har att 61 54
KA — e HA = — =
P = 100 0.61, py 100 0.54

sa att 61+54 115 23
HA = = —= — =
200 200 40 0.575.

Detta ger oss att

0.61 — 0.54
T(x,y) =

= ~1
\/0-575(1 — 0.575) (25)

)

sa att

p-viirde = P(T(X,Y) > [T(z,y)])
= 2P(T(X,Y) > 1) = 2P(T(X,Y) < —1) ~ 2 0.1587 = 0.3174.

Detta virde ar langt 6ver signifikansnivan sa vi forkastar inte Hy.

(b) Losningen ar mycket lik den ovan, men vi skriver ned den &nda.
Lat p{ och p§ vara proportionen av kategori C i fabrik nummer 1
respektive nummer 2. Vart hypotestest blir

Ho: p§ =p§
H1 : p? < p2C
Vi anvander test-statistikan

AC _ sC
by — D3 Hy

\/ﬁC(l =59) (& + )

T(X,Y) =
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dér som indikerat, nollférdelningen &r approximativt N(0,1). Har ar

AC AC
¢ Py + n2Ps
ni + no

Vi vill berdkna p-virdet och borjar med att kolla vad T'(x,y) blir. Vi

har att 90 98
~C ~C
= =02 = =02
Pr =190 = 0% P2 = 755 = 028
sé att 20+28 48 6
o2+ 20 9
200 200 25
Detta ger oss att
2-0.2
T(z,y) = 0.2-0.28 ~ —1.3245,

V02401 - 0.24) (%)
sé att

p-virde = P(T(X,Y) < T(x,y))
= P(I(X,Y) < —1.3245) ~ 0.093.

Detta vérde &r precis under signifikansnivan sa vi forkastar Hy.



