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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: 24 augusti, 2023 fm

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Kalle kastar vattenballonger pa férbipasserande som gar pa gatan utanfor
huset dar han bor. Varje gang nagon passerar kastar Kélle en ballong som
traffar med sannolikhet 0.2. Vi antar att tréaffarna/missarna sker oberoen-
de av varandra. Kalle antas ha 20 ballonger.

(a) Vad &r sannolikheten att Kalle missar alla de fem forsta kasten? (2p)

(b) Om Kalle istéllet kastar tva ballonger pa varje forbipasserande, vad
ar da sannolikheten att Kalle traffar den forste forbipasserande med
minst en ballong? (2p)

(¢) Vad dr sannolikheten att minst en av de fem forst forbipasserande
blir tréffad? Antag som i (b) att Kalle kastar tva ballonger pa varje
forbipasserande. (2p)

L&sning:

(a) Lat My, vara hiindelsen att kast nummer & missar. Vi sdker sannolik-
heten att alla de fem forsta férsoken missar, dvs

5
P(My0---NMs) = [[ P(My) = P(M;)° = (1-0.2)° = 0.8° = 0.3277.
k=1

(b) Lat Ty vara héndelsen att forsta forbipasserande blir tréffad. Vi har
da att T3 = (M1NMs)¢, dvs héndelsen att forsta personen blir triffad
dr komplementet till att de tva forsta kasten missar. Vi ser att

P(Ty) = P((My N My)¢) =1 —P(M; N My)
=1-—P(M;)P(My) =1-0.82=1—0.64 = 0.36.
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(¢) Lat T vara héndelsen att minst en av de fem forsta blir traffade. Vi
har da att
T°=M;N---N My,

s att

P(T) =1 —P(T°)
=1-P(MyNn---NMy)=1-P(M)"® =1-0.8"~0.8926.

2. Lat X ha tathetsfunktion

f(z) = Acos(z) for —n/2 <a <m/2.

(a) Bestim vérdet pa konstanten A. (2p)
(b) Berikna E[|X]] (2p)
(¢) Berdkna E[sin®(X)]. (2p)

Losning:
(a) Vi har att
oo /2
1= / f(x)dx = A/ cos(z)dx = zél[sin(x)]T_r/TrQ/2 —92A
—o0 —m/2

sd att A =1/2.
(b) Vi har att

0o /2
E[|X| = / el () = / 2] cos(a)dx

w/2 /2
= / xcos(z)dr = [x sin(x)]g/2 —/ sin(x)dz
0 0

(T _o) - w2 _ T _1="_
—(2 0) [— cos(z)], 2—l—O 1 5 1.

(¢) Vi har att

DN | =

00 /2
E[sin®(X)] = / sin®(2) f(z)dx = / sin®(z) cos(z)dx = 0

—00 —m/2
pga av symmetri. Detta foljer av att g(x) = sin®(z) cos(z) si att
g(—z) = sin®(—z) cos(—z) = (—1)3sin®(z) cos(z) = —sin®(x) cos(x)

och dédrmed &r g(z) en udda funktion.
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3. Bella jobbar pa posten och sorterar paket. Paketen viger i genomsnitt 640
gram med variansen 40000 gram.

Antag att Bella tar emot 100 paket. Berdkna approximativt sannolikheten
att den totala vikten overstiger 60 kg. (6p)

Losning;:

Lat P, vara vikten av paket nummer k. Vi sdker sannolikheten

100
P (Z P, > 60000) )

k=1

For att kunna berdkna denna sannolikhet anvénder vi normalapproxima-
tion (dvs centrala grinsvirdessatsen). Denna séger att

100

Sp =Y Py~ N (100E[P}], 100Var(P}))
k=1
dar
100E[P;] = 100 - 640 = 64000
och

100Var(Py) = 100 - 40000 = 4000000.

Darfor blir
Sp — 100E[Py] _ Sp — 64000 N

100Var(Py) 2000
sa att
100
P (Z P, > 60000)

k=1
— 64 — 64

_p (2= 64000 60000 = 64000Y b/ - 9~ 0.0228
2000 2000

dér vi anvande tabell i sista "likheten”.

4. Lat (X,Y) ha gemensam fordelning med téthetsfunktion

)\7’“_)\ . o _
P(X = kY = 1) = ),\%e )\p f?rk—0,1,2,...ochl—1
gre (1 —=p) fork=0,1,2,... och =0,

déar A > 0 och p € (0,1).

a) Beriikna marginalférdelningarna for X respektive Y. Ar X, Y obero-
g g
ende? (5p)

(b) Lat Z = XY. Berdkna téthetsfunktionen for Z. (3p)

Losning;:
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(a) Viborjar med att observera att X kan anta viardena 0, 1,2, ... medans
Y kan anta virdena 0 och 1. For att berdkna marginalférdelningen

for X observerar vi att

P(X=k) =P(X =k, Y =0)+P(X =k, Y =1)
)\k )\lc k

A
e p+ e Ml-p)=e M for k=0,1,...

TR k! TR
Vi ser alltsa att X ~Poi(A). Vidare géller att

P(Y = 1) :i]P’(X:k,Yzl)
k=0

o~ A A A o~ A ApoA
= He*p:e*pzﬁze*pe =p
k=0 k=0

och pa samma sétt blir

och p& samma sétt ser vi att P(X = k)P(Y =1) =P(X =k, Y =1)

sa att X,Y &ar oberoende.
(b) Vi ser att Z = XY kan anta virdena 0,1,2,.... Vidare &r

P(Z=0)=P(Y =0)+P(X=0,Y =1)

)\0
=l-p+pgret =1-ptpe?,
och for k=1,2,...
)\k
P(Z=k)=P(X =k, Y =1) :pge—k.
Téathetsfunktionen &r alltsé
1—p+pe™ fork=0
P(Z=k)=
( ) {p?je—A for k=1,2,...

5. Definiera begreppet felintensitet och ge en tolkning av detta

L&sning;:

(2p)
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Felintensiteten pp(t) for systemet som beskrivs av slumpvariabeln T defi-

nieras som o) Fot)
T(t 7(t
pr(t) = =
Rp(t) 11— Fr(t)
dér som vanligt Fr(t) = P(T <t) och fr(t) = Fr(t).
Tolkningen av felintensiteten &dr att den beskriver den momentana feltak-
ten vid tiden t givet att systemet fungerar vid denna tid.

6. Lat X ha tathetsfunktion
fx(@)=(0—-1Da? for z > 1,

dér parametern 6 > 1.

(a) Hitta momentskattaren for 6. (4p)

(b) Om vi har tre métvirden x; = 12.4, 29 = 78.1 och x3 = 3.7, vad blir

da vardet pa din skattning? (2p)
Losning:

(a) Enligt momentmetoden skall vi berdkna E[X]. Vi ser att
(o)
E[X] :/ 0 —1)2' Yz
1

—0-1) z2=0 OO: z% om 6 > 2
2-0], 00 oml<6<2.

Momentmetoden fungerar alltsa bara ifall 8 > 2. For 6 > 2 far vi att
vi skall 16sa ekvationen

— 6-1 -~ _
X:é 2séatt(072)X:97106h0(X71):2X71

s& att vi till slut har att

s 2X -1
0 =—=
X -1
(b) Med dessa tre virden far vi

3 3

sa att 2.314—1 618
@)= =721 =304~ 203
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7. Olssons restaurang har tva sorters vitlokssés. En med extra mycket vitlok
(EMV) och en med fantastiskt mycket vitlok (FMV). Herr Cato undrar
vad halten vitlok &r i saserna och om det egentligen &r nagon storre skill-
nad. Han koper dérfér 6 burkar av vardera sort (vid olika tillfdllen) och
lamnade in dessa till ett vitlokslabb som métte halten vitlok i vardera 12
burkar. Herr Cato fick déarefter féljande tabell Gver halten vitlok i burkarna

Halt EMV: 29 3.1 3.7 36 27 3.6
Halt FMV: 3.5 3.6 35 33 3.5 32

Hér tolkas siffrorna i raden “Halt EMV” som halten (i %) vitlok i de 6
burkarna med sasen “extra mycket vitlok”, medans siffrorna i raden “Halt
FMV” skall tolkas som halten vitlok i de 6 burkarna med sasen “fantastiskt
mycket vitlok”.

Herr Cato antar att de uppmaéatta halterna kommer fran normalférdelning-
ar dar varianserna &r lika stora.

(a) Ange ett hypotestest for att testa huruvida sdsen FMV faktiskt in-
nehaller mer vitlok &n EMV. Berdkna en forkastningsregion (RR) for

ditt test om du har signifikansnivan « = 0.05. (5p)
(b) Vad blir resultatet av ditt test med de data som Herr Cato fick? (3p)
(¢) Hitta ett (approximativt) p-virde for ditt test. (1p)

Losning:

(a) Om X betecknar en slumpvariabel som representerar sdsen EMV och
Y betecknar en slumpvariabel som representerar sasen FMV s antar
vi enligt uppgiftsformuleringen att

X, ~ N(p1,0%) och att Yy ~ N(ug,03)

dér alla slumpvariablerna ar oberoende och dar pq, e och o1 = 09 =
o? alla &r okinda. Vi vill nu testa hypoteserna

HozulzugmotH1:u1<u2

da det i texten star att det ar detta som skall testas. Vi anvander
test-statistikan

X_?_<M1_M2)110 X-Y

T(X,Y)= ~ t(6+6—2) = t(10)
s5(5+5) s3 (5 +5)

dér den andra likheten giller om Hj &r sann, dvs om py = po. Hér

ar

2 2 2 2
2_55X+5sy_sx sy

T 646-2 2 2
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Om H; stdmmer s& bor T(X,Y) < 0, och vi letar dérfor forkast-
ningsregion pa formen (—oo, ¢,] dér ¢, ges av sambandet

a=P(T(X,Y) € (—0,c,]) =P(T(X,Y) < ¢q).
Da o = 0.05 ger tabell att
0.056 ~P(T(X,Y) < —1.812),

dvs RR = (—o00,—1.812].
(b) Herr Catos data ger att

29+31+37+3.6+27+3.6

T = ~ 3.2667
* 6
och att
. . . . . 2
y:35+36+35—g33+35+3 ~ 3.4333.

Vidare blir

6
1
gz xp —T)? ~ 0.1787
k=1
och
1 6
52 ye —7)% ~ 0.0227
k=1
sa att

Darmed far vi att

T(xvy) =

Vi ser att Herr Catos teststatistika inte tillhér RR, och ddrmed for-
kastar vi inte Hy.

(c) p-vardet ges av
P(T(X,Y) <t(z,y)) =~ P(T(X,Y) < —0.9098) =~ 1 — 0.82 = 0.18.

Tabellen visar inte just siffran 0.9098 utan 0.700 och 1.372 vérdet
gissas av att 0.9098 dr nagonstans diremellan.

8. En magiker hévdar att han kan skapa ett falt dar tiden gar langsammare.
Dessutom hévdar magikern att han kan kontrollera styrkan pé sitt falt. Ett
experiment genomfors dar sonderfallstider (i sekunder) av ett radioaktivt
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material uppméts for 7 olika faltstyrkor (enhet mystika). Data blev som
foljer:

Faltstyrka: 1 2 3 4 5 6 7
Sonderfallstid : | 3.71 | 2.80 | 2.88 | 4.49 | 4.41 | 4.42 | 3.67

Data kan sammanfattas av att

Spa = 28, S,y ~ 3.097 och S, ~ 4.65

(a) Anséitt en linjir regressionsmodell och skatta virdet pa de relevanta

parametrarna. (1p)

(b) Hitta ett 95% konfidensintervall for lutningen av din linjéra modell.
(4p)

(¢) Bestam forklaringsgraden for modellen och diskutera vad du kan dra

for slutsats om magikerns krafter. (2p)
Losning:

(a) Vi anséitter y = By + S12 och har att

« S -
B = 2T £ 0.1661 och Bo =7 — 1T ~ 3.1043
Srx

(b) Enligt foreldsningarna s ar

. 2
51 (ﬁla ) )

s& att
51 51
~tn—2)
dar .
— 91)% = 0.465
k:l

Vi far darfor att
0.95 = P(—t0.025(5) < R < to.025(5))

=P <_t0.025(5) < % ~ t(?’l — 2) < t0_025(5)>
IP(B — t0.025(5) sl < By < B+ to.025(5) Sr )
1 0.025 SII >~ /Ml =M1 0.025 \/TM .

Tabell ger att tg.g25(5) &~ 2.571 s& ett 95% numeriskt konfidensinter-
vall fér By blir

R S

I, = B1 £ 10.025(5) —=

e o
0.465

~ 0.1661 + 2.571 —— = [ 0.0599, 0. 3920]

V28
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(c) Forklaringsgraden ges av

2

S
R?= %Y ~(.2493.
Smsyy

Detta ar mycket lagt och gor att vi bor bortse fran hela magiker-
grejen. Dessutom star hans pastaenden om magiska tidsfilt pa en
ganska svajig teoretisk grund. Om inte detta ar nog ser vi ocksa att
konfidensintervallet innehaller nollan.



