MVEQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp
Tentamen 23 augusti 2011 em V

Tillatna hjidlpmedel: Riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt kursens
formel- och tabellsamling.

Examinator: Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.
Telefonvakt: Tommy Norberg.

Maximalt antal tentamenspodng ar 30, av dessa krdvs normalt 12 for godkint betyg
och 18 resp 24 for 4:a och 5:a.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Ubppgifter

1. Ten urna ligger 7 roda, 3 grona och 4 blaa bollar. Ur den ska 3 st bollar dras. Berék-
na med klassisk metodik sannolikheten att man drar en boll av varje firg. (3 p)

Losning: Den sokta sannolikheten ar
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2. Enheter som produceras pa ett lopande band dr antingen felfria eller behiftade
med fel. Av fem felaktiga enheter &r i snitt ett allvarligt. Varje producerad enhet
kontrolleras (ev i flera steg). Undersokningar har visat att ca 95% av enheterna
med allvarliga fel och ca 90% av enheterna med mindre allvarliga fel hittas i det
forsta kontrollsteget, men man kan i detta inte avgora vilken typ av fel en funnen
enhet har. for det kriavs ytterligare undersokningar. Man vet att ca 90% av alla
tillverkade enheter &r felfria. En tillverkningsbatch bestar av 1000 enheter.

(a) Ungefar hur manga enheter aterstar i batchen nir de felaktiga enheterna som

hittats i det forsta kontrollsteget plockats bort? (1p)
(b) Ungefér hur manga av dessa ér forsedda med mindre allvarliga fel? (1p)
(c) Ungefér hur manga av dessa dr forsedda med allvarliga fel? (1p)

(d) Av de utsorterade (alltsa de med detekterade fel), ungefar hur stor ar pro-
portionen enheter med allvarliga fel? (1p)

Lésning: 1 en tillverkningsbatch kommer det att finnas ca 1000 - 0.9 = 900 felfria
enheter. Av de aterstaende ca 100 enheterna dr ~ 100 - % = 80 behiftade med
mindre allvarliga fel och ~ 100 - % = 20 med allvarliga fel. Av de ca 80 enheterna
med mindre allvarliga fel kommer ~ 80 - 0.90 = 72 att hittas. Ca 8 enheter med
mindre allvarliga fel kommer alltsa att vara kvar i batchen. Av de ca 20 enheterna
med allvarliga fel kommer ~ 20-0.95 = 19 att hittas. Ca 1 enhet med allvarliga fel
kommer foljaktligen att finnas kvar i batchen. Sa svaret pa fraga (a) dr 909 enheter,

(b)@VS enheter, (c) 1 enhet. Pé friga (d) ir svaret 5o = or &~ 0.209, alltsé knappt
21%.




3. Den geometriska fordelningen definieras av att sannolikheten for utfallet £ ar
f(B) =p(1—p)* !t for k=1,2,...
ddr 0 < p < 1. Visa att véntevirdet i denna fordelning dr p = %}. (4 p)
Lésning: Léattast dr nog att ta vigen via momentgenererande funktion mgf, som
for den geometriska férdelningen &r

¢
m(t):lfeqet for t<—Ing

dér ¢ = 1 — p. Enl en sats géller ju att p = m/(0). Sa vi deriverar m(t) och far

iy = P —ge’) —pef(=get) _ pet _ m(l)
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vilket skulle visas.

4. Lat U,V vara oberoende N(0, 1)-variabler. Definiera

X1 = +oU

Xo = p2 + 02(pU + /1 — p*V)
(a) Berikna Cov|[X7, X5]? (2 p)
(b) Vilken korrelation har X; och X5? (1p)
(c) Vilken bivariat fordelning har paret X, X5? (1p)

Deluppgift (c) skall ej motiveras.

Lisning: Vi ser direkt att E[X;] = u; och E[X3] = po, samt att Var[X;] = 0% och

Var[Xo] = 03(p> + 1 — p?) = 03, s
(a) COV[Xl,XQ] =F [(Xl — ,ul)(XQ — ,LLQ)] = 0'10'2E |:U<,0U + \/ 1— pQV)} = 0102p
(b) Korrelationen mellan X; och X ar

Cov(X1,Xo]  o109p
VVar[Xj]Var[X,] 0102

(C) N(M11N2§017027p)

5. I en partisympatiundersokning stillde man fragan "Vilket parti skulle du résta pa
om det vore val idag?” till 1255 slumpvis utvalda rostberittigade. Lat oss formoda
att de 939 som svarade verkligen skulle rosta och att de 6vriga 316 inte skulle
rosta. Av de 939 som svarade pa fragan svarade 299 socialdemokraterna. Punkt-
och intervallskatta proportionen socialdemokratiska véljare. (3 p)

Lésning: Skattningen av viljarandelen ar ps = % ~ 0.318, och den statistiska

felmarginalen &r 1.964/ps(1 — ps)/n ~ 0.030.



6. I syfte att kalibrera en matmetod gjordes 30 oberoende métningar pa ett objekt

med det kiinda métviirdet 350 ppm.! Man erhéll medelviirdet 351 ppm och stan-
dadavvikelsen 1.45 ppm. Ett histogram och en normalférdelningsplot visas nedan.
Ar mitmetoden viintevirdesriktig (unbiased)? (4 p)

Normal Probability Plot
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Lésning: Vi kan antingen testa Hy : p = 350 mot Hy : p # 350 pa lamplig niva
(5% eller mindre) eller bestimma ett konfidensintervall fér p med motsvarande
konfidensgrad. Men vi maste forst fraga oss om det ar ok att anvinda normalfordel-
ningsmetoder. Pa den fragan dr svaret ja, ty vi har 30 oberoende observationer
och vi ser i histogrammet att deras férdelning nog inte ar alltfér osymmetrisk och
av normalplotten att det faktiskt &r rimligt att anta att data &r normalférdelade.
Centrala gransvirdessatsen kan vi dérfor luta oss emot och hivda att medelvirdet
av 30 oberoende sadana observationer utan tvekan féljer en normalférdelning.

Testet har p-varde < 1%, ty

351 — 350
1.45/+/30

och ett 99% konfidensintervall &r

t= A 3777 > 2.756 = to.005(29)

=351+ 2.756 - 1.45//30 = 351 + 0.73

Med maximalt 1% felrisk (minst 99% konfidens) kan vi alltsa hivda att métmeto-
den &r skev (ej vintevirdesriktig).

. J.f.r ovanstaende uppgift. Bestdm en &vre konfidensgrins for standardavvikelsen.
Konfidensen ska vara ca 0.95. (3 p)

Lésning: Vi har redan konstaterat att det dr ok att anvinda normalférdelningsme-
todik. Vi hiimtar den 5:te percentilen i x?(29)-fordelningen ur tabell. Den &r
Xo.05 = 17.708. Vi har alltsa att sannoliikheten att hindelsen

(n—1)s?

> 17.708

g

intriffat ir ca 0.95. Stoppa in erhallet viirde pa (n—1)s? = 29-1.45% ~ 60.973, stuva
om olikheten och konstatera att den 6vre griansen i ett ca 95% konfidensintervall

for o &r 1/60.973/17.708 ~ 1.86.

Lppm betyder parts per million



8. J.f.r ovanstaende tva uppgifter. En manad senare gjorde man ytterligare 30 oberoende
métningar pa samma objekt. Nu erholls medelvirdet 350 ppm och standard-
avvikelsen 1.32 ppm. Det finns ingen anledning att misstinka att standardavvikelsen
nu inte dr samma som for en manad sedan, men vad géaller for medelvirdet? Har
det dndrats? (5 p)

Léosning: Nu kan man inte férkasta Hy : p = 350, men detta betyder inte att
medelvirdet har dndrats! Vi maste gora en korrekt statistisk analys av differensen
11— 12, alternativt utfora testet av Hy : 1 = uo mot alternativet Hy : puy # po. Har
betecknar p; det férra medelvirdet och po det nuvarande. Data dr (med sjélvklara
beteckningar) ny = ny = 30, T; = 351, s; = 1.45 och T3 = 350 och s, = 1.32.
Vi"poolar” (viger samman) standardavvikelserna till en gemensam skattning med

2 - 29 = 58 frihetsgrader:
[1.45% + 1.322

(Att man kan ta medelvirdet av varianserna beror pa att de har samma antal
frihetsgrader.) Vi ska jamfora t-statistikan

. 1
Pt A~ 2.792
1.387/2/30

med kvantiler i ¢(58)-fordelningen. I formelsamlingen finns ej dessa, men man
inser att de inte kan skilja sig mycket ifran de for ¢(60)-fordelningen. Vi ser att
t > 2.66 = t0,005(60), sa vi kan forkasta Hy pa nivan 1%. Vill man kinna sig riktigt
siiker hir jamfor man istillet med #gg95(40) = 2.704 < .



