MVEQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp
Tentamen 18 oktober 2010 em

Tillatna hjalpmedel ir riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.
Ovningsledare ir Anna Rudvik, ankn 5338 eller 0730 57 96 26.
Jour ir Anna.

Maximalt antal tentamenspodng ar 30, av dessa krévs normalt 12 for godkint betyg
och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran
kurshemsidan.

Svar och l6sningar skall motiveras om ej annat sidgs i uppgiften.

Uppgifter

1. T ett forsok observarades utfallet A. Man vet att en av de tva hypoteserna H™ och
H~ maste ha orsakat det observerade utfallet, samt att det intréiffar i ca 10% av
fallen om det &r H' och i ca 30% av fallen om det &r H~ som géller. Man drog
slutsatsen att H~ var den mest troliga orsaken, samt att sannolikheten for 4~ da
A har observerats ar ca
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(a) Vilket antagande om forekomsten av de tva hypoteserna H och H~ har man
da gjort? (2 p)

(b) Antag nu att det var ett blodprov fran en (i en stor population) godtyckligt
vald individ som understktes och att man vet att proportionen H~ ar ca
10%. Ar H~ &ven nu den mest troliga orsaken? (2 p)

2. Lat frekvensen f vara binomialférdelad med parametrarn = 1,2,... ochp € (0, 1).
Visa att E[f] = np och Var[f] = np(1 — p). For vilket viirde pa p &r variansen
storst? (4 p)

3. Hur stor dr sannoliheten att du, om du skulle singla en enkrona 100 ganger, far
mellan 40 och 60 klave? Svaret skall ej motiveras. (2 p)

4. De tva stokastiska variablerna X,Y har titheten
flz,y)=cx®t for 0<z<y<l

dédr parametern dr o > 0 och ¢ dr en konstant, som naturligtvis beror av a.
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(a) Beridkna c.
(b) Antag att & = 1. Beridkna P(X <0.4,0.2 <Y <0.6).
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5. Under 3 pa varandra foljande ar har man observerat x; = 2, x5 = 5, samt x3 = 3
olyckor med dodlig utgang utefter en motortrafikled.

(a) Skatta olycksintensiteten . (1p)
(b) Ange en vettig modell fér observationerna. (1p)
(¢) Ar din skattning vintevirdesriktig m.a.p denna modell? (2 p)

Deluppgifterna (a) och (b) behéver ej motiveras.

6. Det ir viktigt fér bibehallandet av hog kvalitet i en produkt att variansen o2 av en

viss variabel ej ar for stor. Som storsta acceptabla viarde har man satt 2.00. Varje
dag véljer man slumpmaéssigt ut n = 15 exemplar ur produktionen, méter variabeln
ifraga och beriiknar stickprovsvariansen s2. Hur stor far denna vara for att man
med minst 90% konfidens ska kunna hiivda att 0? < 2.00? Antag normalférdelade
observationer. (4 p)

7. (J.fr uppgift 6.) En dag méitte man upp ¥ = 3.74 och s> = 1.072 i n = 15
oberoende observationer. Berikna ett 95% konfidensintervall for p. Du kan anta
att observationerna dr normalférdelade. (4 p)

8. (J.f.r uppgift 6.) Av kvalitetsskil ar det aven viktigt att variabeln som mits ej ar
for stor. Under tva pa varandra foljande dagar métte man upp z; = 3.74 resp Ty =
4.29. Stickprovsvarianserna var s3 = 1.072 och s3 = 1.201 (obs n; = ny = 15). Det
ser ju ut som att vintevardet ar storre dag 2, d.v.s att pus > p1, och att man darfor
kanske behover korrigera produktionen. Detta ér emellertid kostsamt, eftersom det
innebdr minst en dags produktionsbortfall, s man undrar i vilken grad det gar
att verifiera statistiskt att po > p1?7 Antag normalférdelade observationer. (4 p)

Lycka till med l6sandet av uppgifterna!



Svar eller 16sningar till Mat stat Z den 18/10-2010

1. Bayes formel séger att P(H~|A) = P(H™)P(A|H™)/P(A),dar P(A) = P(HT)P(A|H")+
P(H)P(A|H™). Om P(H*) = P(H") = 0.5 foljer att P(H~|A) = 0.3/(0.3 +
0.4) = 0.75 sa svaret pa fraga (a) ar att H™ och H~ forekommer ungefir lika ofta
i populationen. Om P(H~) = 0.1, sa foljer P(H~|A) =0.1%0.3/(0.1 0.3 4+ 0.9 *
0.1) = 0.03/0.12 = 0.25 och P(H"|A) =1 —0.25 = 0.75. Nu &r det H* som é&r
troligast, sa svaret pa fraga (b) ar nej.

2. Vi anvinder att f = Y | X;, dir X; ~ Ber(p) och Xj,..., X, dr oberoende.
Notera nu att E[X;] =p (ty P(X; =1) =poch P(X; =0) = 1—p) och Var[X;] =
p(1 = p) (ty Var[Xj] = B[X?] — E[X;]* = E[X,] - E[Xi]* = p — p* = p(1 — p)).
Vi far nu, eftersom véntevirdet dr en linjir operator, att E[f] = Y. E[X;] = np
och, tack vare oberoendet, att Var[f] = ) . Var[X;] = np(1 — p). Ett annat sitt
att visa detta dr via mgf. Se laroboken, sats 3.5.1 och 6vn 43 pa sida 90. Variansen
ar storst da p = 0.5. For att se detta, derivera Var[f] = np(1 — p) m.a.p p, och
sitt det erhallna uttrycket till 0. Da fas ekvationen n — 2np = 0, som implicerar
p = 0.5. Att Var[f] har ett lokalt och dven globalt maximum da p = 0.5 inses av
att andraderivatan ar —2n < 0.

3. Ca 0.95.
4. (a) cfasurekvationen 1 = [*°_ % f(z,y) dz dy. Hogerledet = fol JJ cxtt da dy =
01 Y dy = s sa ¢ = a(a+1). (b) Da a =1 &r téitheten likformig (unform)

pa utfallsrummet 0 < x < y < 1, som har arean 0.5, varfér ¢ = 2. Detta virde
behovs dock inte, eftersom ett enkelt geometriskt argument (se figur nedan) direkt
ger att den sokta sannolikheten &r 3.5/12.5 = 0.28.
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5. (a) A= W = 13—0 ~ 3.33 olyckor per ar. Olycksintensiteten dr ju forvintat antal
olyckor under ett ar. (b) En lamplig modell & X ~ Poi(\), didr X representerar
antalet olyckor under ett godtyckligt ar. (¢) Skattningen i (a) &r véintevirdesriktig,

eftersom F[X] = A och medelvirdet vintevirdesriktigt skattar vintevérdet.

6. Hiandelsen (";—2)32 > X2, intriffar med 90 % sannolikhet, si vi far att pasten-
det 02 < (";2—1)82 har 90% konfidens. Hér dr x2,4 lika med 0.1-kvantilen i en x*-
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fordelning med n — 1 = 14 frihetsgrader. Om (”;2—1)82 < 2.00 kan vi saledes med
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minst 90% konfidens hiavda att o2 < 2.00. Notera nu att (”;2—1)82 < 2.00 om, och
0.9
2(;?x109 Ay 2007.790 1 113.

endast om, s? < L

=T Etooas(n — 1)s/y/n = 374 £ 2.145 - [HE2 = 3.74 £ 0.57 = (3.17, 4.31).
Ingen ytterligare motivering behdvs.

. Kvoten s2/s2 = 1.072/1.201 = 0.893 &r, under Hy : 01 = 0y, F(14,14)-fordelad,
och normala (med sannolikheten 80%) vérden ligger i intervallet (0.494, 2.022). Det
gar alltsa inte ens pa 20%-nivan att forkasta Hy : 01 = 09, sa vi utgar i den fortsatta
analysen att variansen dr densamma och lika med o2 i alla 30 métningarna. Vi
ska nu testa Hy : ps = py mot alternativet Hy : ps > py. Vi borjar med att

vaga samman de tva varianskattningarna s% = 1.072 och s3 = 1.201 till en med

ny + ny — 2 = 28 frihetsgrader: s? = (1~ Qlﬁiim Dss _ 141031131 201 — 1137 =

1.072. Teststatistikan fir ¢ = —22=8_ = 429871 — 1 408. | t-kvantiltabell liser
3\/ﬁ+% L 07\/15 s

vi av t910(28) = 1.313 och tg05(28) = 1.701. Vi konstaterar att vi kan forkasta

Hy : py = py, till forman for Hy : po > p1, pa 10%-nivan, men ej pa 5%-nivan.

Konfidensen i pastaendet ps > pp dr alltsd mellan 90% och 95%.




