MVEQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp
Tentamen 15 januari em V

Tillatna hjalpmedel ar riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta, kursens
formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 7942 09.
Ovningsledare &r Anna Rudvik, ankn 5338 eller 0730 57 96 26.
Anna (eller Tommy) &r tillgénglig per telefon under tentamen.

Maximalt antal tentamenspodng ar 30, av dessa krivs normalt 12 for godkint betyg
och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran
kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas ej.

Svar och l6sningar skall motiveras om ej annat sidgs i uppgiften.

Uppgifter
1. En underleverantor tillverkar enheter som sénds i partier om 20. Ur ett sadant
parti véljs tva enheter slumpmaéssigt och testas. Antag nu att £k = 0,1,...,20 av
vixelladorna i partiet dr defekta. Hur stor dr chansen att minst en defekt enhet
viljs. (4 p)

2. Anta att X antar viardena 1,2,3 med resp sannolikheter 0.2,0.3,0.5 och att Y
antar vardena 1,2 med resp sannolikheter 0.4,0.6. Anta &ven att X och Y ar
oberoende. Lat S = XY. Berdkna us = ES, dels med formeln ES = (EX)(EY),
dels med definitionen pug =) sps(s). (4 p)

3. Tiden X tills en enhet slutar fungera antas ha téitheten f(z) = tze="/1% z > 0.
(a) Bestdm X:s felbendgenhet (hazard rate). (b) Hérled en formel for simulering
av observationer z av X. (4 p)

4. NN singlar en slant 100 ggr. Hur stor dr chansen att hon erhaller (a) 45-55, (b) 40—

60, (c) 35-65 klave? (3 p)
5. Anta att paret X,Y &r fordelat enl tétheten f(z,y) = c¢/z for 1 <y <z < 2.
Bestam Ky |- (4 p)

6. Lat Xp, Xo,..., X, vara ett stickprov pa Ber(p). Hirled (a) momentskattningen
och (b) trolighetsskattningen av p. (4 p)

7. Lat Xy, Xo,..., X, vara ett stickprov pa Ber(p). Visa att intervallet, givet av
p = Z+1.96s5//n, da n ar tillrackligt stort, ungefir har konfidensgraden 95%.(3 p)

8. Man testade 5 stalbalkar av en viss kvalitet och erhéll skattningen 18.42 av vari-
ansen. (a) Beriikna ett uppat begrinsat konfidensintervall for variansen o?. Kon-
fidensgraden ska vara 95%. Man bedomde att detta virde var for hogt och inforde
darfor atgarder i produktionen med syfte att minska variationen. Efter atgérde-
nas inférande testades 10 balkar. Déarvid erhélls variansen 6.59. (b) Med vilken
sikerhet gar det att pasta att variansen har blivit mindre? Antag normalférdelade
observationer. (4 p)



Svar till Mat stat Z den 15/1-2009

_ (6)(%*) _ 20—k 19—k g 1.
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.EX =1-02+4+2:-034+3-05 =23, EY =1-04+2-06 =16, ES =
1-02-04+2-(03-04+0.2-0.6)+3-05-04+4-03-06+6-0.5-0.6=3.68
(t.ex géller P(S =2)=0.3-04+0.2-0.6 =0.24)

. p(z) =tz (jfr f(z) = p(z)e” Jor@ vy, & = \/=10Inwu (j.f.r labben)
. & 68%, ~ 95%, ~ 99.7% (j.f.r "rule of thumb” f6r normalférdelade utfall)
. yjz = 3= (Yz dr ju likformig pé intervallet [1, z])

. (a) p=7 (b) p =7 (troligheten &r ju L(p) = p=i®i(1 — p)" i)

. utgd ifran 3;\/% ~ f/?/’% R N(0,1); anviind p = p.

. 02 <103.63; j.fr % = 2.795 med fy10(4,9) = 2.693 och fy.05(4,9) = 3.633 och

notera att man med konfidensen 90% kan pésta att variansen minskat.



MVEQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp
Tentamen 20 oktober em V

Tilldtna hjalpmedel ar riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta, kursens
formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 7942 09.
Jour dr Anna Rudvik, ankn 5338.

Maximalt antal tentamenspodng ar 30, av dessa krévs normalt 12 for godkint betyg
och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran
kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas ej.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

1. I s.k "screening” giller att samtliga individer i en viss population underséks m.a.p
nagon egenskap. Antag att populationen bestar av alla kvinnor i Sverige fodda
ett visst ar och att man medelst mammografi vill hitta alla som har brostcancer.
Antag att proportionen kvinnor i aldersgruppen som har cancer ar ca 0.0027. De
flesta undersokningar av den hér typen &dr belagda med fel och vi ska anta att
falsklarmssannolikheten dr ca 5% och att uppticktssannolikheten dr ca 97.5%.
Detta innebér att 5% av alla testade friska kvinnor kommer att kallas till nya
undersokningar p.g.a att testet felaktigt detekterar cancer, samt att man endast
hittar 97.5% av alla sjuka testade. Antag nu att man testat en kvinna och att
testet har indikerat att denna kvinna har bréstcancer. Hur stor dr sannolikheten
att hon verkligen har brostcancer? Reflektera gidrna Gver resultatet. (4 p)

2. Som bekant har Geo(p)-fordelningen téatheten
flx)=Q=p)*p for z=1,2,...

Berikna momentgenererande funktion och visa med hjilp av denne att férdelning-
en har vintevirde p = 1/p. (3 p)

3. En teknisk konstruktion dr m.a.p tillférlitlighet uppdelat i ett antal komponenter
enligt féljande block-diagram:

B,

B,

Komponenterna A, C och D har exponentialférdelade livslangder med véntevér-
den B4 = 10, Bc = 20 resp Bp = 15 tidsenheter (t.e). Fér komponenterna B



och B, giller att felbendgenheten (“hazard rate”) ar pp, (t) = pg,(t) = t/20. Be-
rikna sannolikheten att konstruktionen fungerar i minst 10 t.e. Antag dérvid att
komponenternas livslingder dr oberoende. (4 p)

4. Lat X, Y ~ N(pg, tby, 0z, 0y, p). Visa att

o

T

Ledning: Anvénd att

X =y + 024

Y =py+oy (pZ1+ Vl_PZZQ)
for oberoende 73, Z5 ~ N(0,1).

5. I manga stidder méts ozonhalten regelbundet. Antag att man under en kort tids-
period erhallit foljande méatvarden: 0.425, 0.416, 0.326, 0.375, 0.339 ppm. Punkt-
och intervallskatta med konfidensgraden 95% medelhalten. Antag normalférdelade
observationer. (3 p)

6. For dataméngden i foregaende uppgift, berdkna ett uppat begrinsat konfidensin-
tervall for standardavvikelsen med konfidensgrad 99%. (4 p)

7. 1 staden som refereras till i uppgift 5 ovan, begrinsades biltrafiken i syfte att fa
ned de vil héga ozonhalterna. Man bedémmer att inte bara halten ska minska
utan ocksa variationerna i den. Ett tag efter det att trafiken hade minskat méttes
ozonhalten anyo. Dirvid erhélls i 10 métningar Y z = 2.983 ppm och > z? =
0.8955. Gar det att visa statistiskt att variationen i halten har blivit mindre?(4 p)

8. Stals hallfasthet beror av dess kolhalt. I 5 prover uppmaéttes halterna 1.56, 0.85,
3.01, 1.96, 2.20 och motsvarande hallfastheter var 22.00, 22.54, 27.93, 22.40, 21.15.
(Enheterna ar ovésentliga.) Gar det pa basis av denna lilla métning att sékerstélla
statistiskt att hallfastheten och kolhalten ar beroende? Antag normalférdelade
data. (Réknehjilp: Yz = 9.58, >y = 116.02, Y 2% = 20.8978, 3" zy = 227.9823,
S y? = 2721.2190.) (4 p)

Data e dyl i uppgifterna ovan &r pahittade och ev likheter med verkliga férhallanden &r
darfor tillfalliga.

Lycka till



Losningar till Mat stat Z den 20/10-2008

1. Bayes formel ger

0.0027 - 0.975
0.0027 - 0.975 + (1 — 0.0027) - 0.05

~ 0.0501

Trots att testet med hog sidkerhet detekterar cancer dr alltsa sannolikheten att
kvinnan under test verkligen har cancer endast ca 5%. Tankvért eller. . .
2. Lat g =1—p. Vi far

o0 o0 t
_ to -1 _ P ne P 1 _ pe
ml) = 3=t S ey = (1) =
r=1

=1

for ¢, sddana att ge! < 1, d.v.s t < —Ing (den geometriska serien konvergerar ju
da kvoten ge’ < 1). Notera nu att

(1) = pe'(=qe') —pe'(1 —qe’) _ pe'
(1 — get)? (1 — get)?
vilket ger
P 1
= m, 0 = = —
: © (1-9?* p

3. For komponenterna A, C och D géller att deras resp tillforlitligheter efter 10 t.e
ar

pa=e 0= = 03679 po=e 'Y =2 =0.6065 pp=e " =P =0.5134
medan vi far for bada B-komponenterna tillforlitligheten
pE, = elo (t/20)dt _ ,—100/40 _ —5/2 _ () 0821
Dessa ar ju parallell-kopplade, sa vi erhaller den resulterande tillférlitligheten
pp=1—(1—e??)?2=¢e"2(2-¢"?) =0.1574
for B-delen. Hela konstruktionens tillforlitlighet efter 10 t.e ar

papspcpp =€ '-e 2 (2—e ) e /2 e ? x0.0180

4. Da X =z maste Z; = (x — pg) /0, Foljaktligen,

T — Mg
Y|z = py + oy (p a +\/1—p2Z2>

Oz

g
=ty + 2 (2 = o) + 01— 2,
xr

Vi inser av detta att den betingade fordelningen for YV givet X = x adr normal med
V.V piy + p ot (2 — piz) och standardavvikelse o, 4/1 — p?, v.s.v.



5. Jag erhaller Y x = 1.881 och Y x? = 0.7155, och kan sedan berikna

1.881 1 1.8812
T=—— =037 och s’= 1 (0.7155 -

5

> = 0.001968 = 0.04436°

Sa (t-kvantil, n — 1 = 4 frihetsgrader, /2 = 0.025),

1= 0.376 £ 2.77645 - 0.04436 /+/5 = 0.376 = 0.055

6. Hindelsen (n —1)s®/o? > 0.2971 = x3 ¢9(4) intriiffar mesd sannolikheten 0.99. Sa,

(n—1)s?
<3/ — =3. ~ 0.1
o< 09971 3.669s ~ 0.163

Intervallet [0, 0.163] for o har alltsd konfidensen 99%.

7. Variansen ar

2.9832

1
§* = 5 <0.8955 - ) = 0.0006301
Varianskvoten, so i detta fall = 0.001968/0.0006301 = 3.123, &r F'(4,9)-férdelad
och 0.1-kvantilen i denna fordelning dr 2.693 < 3.123, s& med 10% risk att ha fel

kan vi hivda att variansen har minskat. Vi kan diremot inte hivda detta med 5%
risk eftersom 0.05-kvantilen ar 3.633 > 3.123.

8. p skattas av

r= Sy
SaaSyy
dar
Sey =22y — D_x) (D y) /n=227.9823 — 9.58 - 116.02/5 = 5.6880
Spe = Y az — (X 2) (X 1) /n = 20.8978 — 9.58 - 9.58/5 = 2.5425

Sy =S yy— () (X y) /n = 2721.2190 — 116.02 - 116.02/5 = 29.0909

Saledes ir r = 5.688/1/2.5425 - 29.0909 = 0.661. Vidare giller att
ovn—2
V1= p?

Vi jamfor observerat virde rv/n —2/y/1—1r2 = 0.661/3/v/1 — 0.6612 = 1.526
med kvantiler i #(3)-férdelningen och ser att det inte gar att forkasta Hy : p = 0
ens pa 20%-nivan eftersom ¢y10(3) = 1.638 > 1.526.

~t(n—2) under Hy:p=0




