MVEOQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp
Tentamen 26 augusti 2008 fm M

Tillatna hjdlpmedel ir rdknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt kursens
formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.
Assistent dr Sofia Tapani, ankn 5336.
Sofia (eller Tommy) gar att nas per telefon under tentamen.

Maximalt antal tentamenspoéng ar 30, av dessa krivs normalt 12 for godkéint betyg och 18
resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran kurshemsi-
dan. Rattningsprotokoll anslas ej.

Svar och l6sningar skall motiveras om ej annat ségs i uppgiften. Omotiverade svar betraktas
som gissningar och ger sillan poing.

Uppgifter

1. Om hindelserna A och B vet man att P(A4) = 0.3 samt att P(B) = 0.5.

(a) Berdkna P(AN B) om A och B vore oférenliga. (1p)
(b) Berdkna P(AN B) om A och B vore oberoende. (1p)
(¢) Hur stor kan P(A N B) maximalt vara? (1p)

2. I langviga digitala datadverforingar (t.ex fran en satellit som just landat pé planeten
Mars) ér risken for 6verforingsfel relativt hog och man behover vidta atgirder for att
hantera detta. Vi ska hir studera Gverforingen av en bit (en bit &r den minsta infor-
mationsenheten och dr antingen en nolla eller en etta). Antag i en specifik applikation
att felrisken ar ca 2.5%. Antag dven att man sdnder ungefiar 75% ettor och 25% nol-
lor. Givet att en etta tagits emot, hur stor ar sannolikheten att det var en etta som
séndes? (4p)

3. Visa att funktionen

m(t) pe’

- 1— get

for t< —Ing

dar ¢ = 1 — p, & m.g.f f6r den geometriska férdelningen med parameter p € (0, 1).

Visa sedan att fordelningens viinteviirde #r u = 1/p och att dess varians ir o2 =

q/p%. (2+1+1p)

4. Visa att om du gor n oberoende upprepningar av ett forsok i vilket en hiandelse A
antingen intréffar eller icke, och later x vara antalet ganger A intréffar, s har x mass-

funktionen
n —_ oo
f(»"f):(m)pm(l—p)" T for z=0,1,...,n
dar p &r handelsen A:s sannolikhet. (4 p)

5. Redogor for hur man m.h.a tva slumptal uq,us kan simulera tvd oberoende N(0,1)-
variabler z1, zo. Bevis eller motivering behdvs ej. (4 p)

6. I en partisympatiundersokning tillfragades 1296 potentiella véljare. Av dessa féredrog
324 st partiet A och man drog slutsatsen att A skulle f& ca 25% av rosterna i det kom-
mande valet. Sedan tillfragades du, som nyss list grundkursen i matematisk statistik,
hur sdker denna slutsats ar. Bestam darfor ett nedat begrinsat konfidensintervall f6r
A:s valjarandel med ca 95% konfidensgrad. Jag har med avsikt underlétit att nidmna
ett viktigt krav pa unders6kningen som maéste vara uppfyllt. Annars kan man varken
havda att ca 25% av viljarna kommer att rosta pa A eller berdkna konfidensgrénser.
Vilket &r detta krav? (2+1 p)



7. For dataméngden
0.08 0.57 0.60 -—-0.02 1.68 —0.31 1.64

(3" = 4.24 och Y 2% = 6.2998, n = 7). testa nollhypotesen Hy : p < 0 mot alter-
nativet Hy : g > 0 pa nivan 5%. Antag oberoende och likaférdelade normalférdelade
observationer. (4p)

8. Forsoket som ledde fram till data i ovanstaende uppgift upprepades efter ett halvar.
Darvid erholls

1.50 -0.22 183 0.59 0.95 1.08 0.10

(z = 0.833 och s = 0.7324, n = 7). Dock hade man anledning att misstinka att
forhallandena runt forsoket hade dndrats sa att medelviardet y nu var storre. Styrker
de tva datamingderna denna misstanke? Antag att de tva forsdken dr oberoende samt
att observationernas varians dr densamma i bagge férsoken. (4 p)

Lycka till!
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Svar till vissa uppgifter, MVE090 den 26/8-08

(a) 0 (b) 0.15 (c) 0.3
0.99
Se laroboken

Se laroboken

. Se simuleringshiftet

. Kravet ar att man gjort ett slumpméssigt urval ur hela viljarpopulationen. Gransen i

konfidensintervallet dr 23.0%

. Hy kan forkastas pa nivan 5%

. Nej, testet av Ho : o = pu1 vs Hy : e > py forkastar inte ens pa nivan 10%



MVEOQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp

Tentamen 17 januari 2008 em M
Obs att detta dr d&ven omtentamen féor TMS051, del B.

Tillatna hjilpmedel &r riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta, kursens formel-
och tabellsamling.

Examinator &r Tommy Norberg, ankn 3528 eller 073079 42 09.
Assistent dr Sofia Tapani, ankn 5336.
Jour: Sofia (eller Tommy) gér att nas per telefon under tentamen.

Maximalt antal tentamenspoéng ar 30, av dessa krivs normalt 12 f6r godkéint betyg och 18
resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran kurshemsi-
dan. Réttningsprotokoll anslas ej.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sags i uppgiften.

Uppgifter

1. Betrakta ett slumpmassigt forsok i vilket handelserna A, B, C ar 6msesidigt uteslutande
och saddana att exakt en av dem maste intréffa. T.ex ett térningskast och A = {1,4},
B = {2} och C = {3,5,6}. Lat F vara en annan héndelse. Visa férst allmént att

P(F)=P(A)P(F|A) + P(B)P(F|B) + P(C)P(F|C) (1)

och verifiera sedan (1) numeriskt for tarningskastfallet med F' som hindelsen att ett
udda antal prickar erhélls. Antag darvid att tdrningen dr symmetrisk. Vad &r P(A|F)?
Ange forst en formel for berdkning av P(A|F). Rékna sedan ut (med hjélp av formeln)
denna betingade sannolikhet i tdrningskastexemplet. (5p)

2. I en studie av risken for utbrott av vattenburen smitta (d.v.s smitta spriden genom
dricksvattnet) p4 Europanivé redogjordes for 86 kiinda utbrott under aren 1990-2005.
Antag en lamplig fordelning for antalet utbrott under ett ar, och skatta sannolikheten
fér minst 2 utbrott under ar 2008. (3 p)

3. Hirled en formel for simulering av observationer ifran Paretofordelningen. (3 p)

4. T denna uppgift ska vi studera en tva-dimensionell stokastisk variabel N, X, dir N ar
diskret och X &r kontinuerlig. Tathet for N, X ar funktionen

fln,z) = e_)‘)‘—:b\/r;e_%(m_"”)”("’z) for n=0,1,..., —c0o <z <0
n: NG

diar A > 0, —00 < pu < 0o och ¢ > 0. Berdkna den betingade tatheten for X givet
N = n. Motivera extra noga stegen i berdkningen. Beskriv motsvarande fordelning i
ord. (4 p)

5. I en studie av ett nytt métinstrument mitta man mot en s.k normal med det kinda
virdet 1. Dirvid erholls i n = 25 métningar Yz = 27.71 och Y z? = 35.984. Bestim
ett uppat begriansat 95% konfidensintervall for métinstrumentets standardavvikelse.
Antag normalférdelade observationer. (3 p)

6. I en simulering av en produktionsanliggning hann man under en dag géra 400 oberoende
observationer av tiden det tar for en operatdr att plocka ut ett bearbetat rddmne ur
en magkin och sétta in ett nytt, samt starta maskinen. Dérvid erhélls Yz = 11028.6
och 3" 2? = 314610.46. Beriikna ett 99% konfidensintervall for forviintad operatdrstid.
Tidsenheten &r sekunder, sa det kan vara lampligt att avrunda till en decimal. Ange
forutsattningarna for dina berdkningar. (3p)



7. Tillverkare av allehanda produkter ar (bor i alla fall vara) intresserade av sina produk-
ters (férvintade) livstider. Statistik Gver livstider kan vara bade dyr och tidskrivande
att fa fram. I ett fall studerades 5 enheter tills alla slutat fungera. Man erhdll

3.48 241 1.43 2.75 6.59

(tidsenhet: ar). Man utgar ifran att data d&r Weibullférdelade med parametrar « och 3.
I en verklig arbetssituation skulle din uppgift kanske vara att ML-skatta a och 8. Men
for att denna uppgift inte ska bli for komplicerad rent numeriskt vill jag att du endast
ML-skattar o under antagandet att 8 = 2. Skatta sedan forvintad livslingd p, samt
det som i en del sammanhang kallas L20, ndmligen den tid som i genomsnitt 80% av
alla producerade enheter 6verlever. Klarar du inte att ML-skatta «, s gar det dnda att
skatta p och L20. Gor i s3 fall det. (5 p)

8. Vid en jamforelse av tva algoritmer for 16sning av det s.k handelsresandeproblemet
upprepade man en berdkning med algoritm A 5 ganger och med algoritm B 7 ganger.
Men erholl olika virden varje gang eftersom algoritmerna innehéaller slumpmoment som
ger varierande berdkningstider pa samma problem. Fér algoritm A erholls

4.53 4.26 5.18 5.24 5.16
och for algoritm B erholls
4.28 4.92 4.81 5.06 4.78 4.79 4.60

Tidsenhet: minuter. Kan du m.h.a statistiska metoder du lart i denna kurs pavisa att al-
goritmerna dr olika i nagot avseende? Antag oberoende normalférdelade observationer.(4 p)



Kortfattade svar eller 16sningar till MVEQ90 den 17/1-08

. P(F)=P(FNA)+P(FNB)+P(FNC) = P(A)P(F|A)+P(B)P(F|B)+P(C)P(F|C)
(den 1a likheten foljer ifran additivitet och att utfallsrummet & A U B U C, den 2a
ifran definitionen av betingad sannolikhet). Formeln &r P(A|F) = P(A)P(F|A)/P(F).
De numeriska bitarna &verlates.

. Poissonfordelning med intensiteten A ~ 86/16 = 5.375. Sannolikheten for minst 2
utbrott under ar 2008 dr > ;o , e *AF/kl=1— (e * + e *\) ~ 0.970

. Enl kiind sats ska man 16sa z ur u = F(z) eller u = 1 — F(x), dér u ar slumptalet. Fér
Paretofordelningen galler att 1 — F(z) = (xr/x)® for £ > zr > 0, si vi far direkt ur
den andra ekvationen att z = z7/u'/®.

. Det géller hir att tinka ut uppdelningen f(z,n) = p(n)f(z|n) och kiinna igen Poi(A)-
tétheten
A’n
— A

och inse att N ~ Poi()). Den betingade titheten for X givet N = n dr siledes

o~k (@—n)*/(no?)

f(z|n) =

2mno

Detta dr en tatheten i N(nu, /no)-fordelningen. Man kan ténka sig att X &r en summa
av N oberoende N(u,o)-variabler.

. s = (35.985 — 27.712/25)/24 = 0.2196 = 0.46872. Ur (n — 1)s2/0? ~ x2(n — 1)
konstaterar vi att P((n — 1)s2/0? > 13.8484) = 0.95 (se lamplig tabell), si o2 <
(n — 1)s2/13.8484 = 0.3806 = 0.6172 eller 0 < 0.617 géller med konfidensen 95%.
Anvander man den foérenklade metoden i Beta, s& ska man fa o < 1.316s = 0.617

. Har man 400 observationer vore det mycket ovanligt om inte centrala grinsvirdessatsen
kan tillimpas. Den samt faktumet o & s ger att approximativt galler (Z—pu)/(s//n) ~
N(0,1). Sa med ca 99% konfidens giller u = 7 + 2.576s/+/n. Aterstar att beridkna 7 =
11028.6/400 = 27.572 och s = (314610.46 — 11028.6%/400)/399 = 26.4045 = 5.1385>
och, darfor, p = 27.6 £0.7

. Weibulltdtheten ar f(z) = aBzPte=2" sj troligheten &r
L(a,B) = [T apa] te=oet = angn ([[;z:) e o Eust
Den logaritmeras och maximeras m.a.p « for fixt 8 = 2, enl

log L(a, ) = nloga+nlogB+ (6 —1) >, z; —azix?

_ OlogL(a,8) _ B —
0=""p""=a 2% = a_szf
ML-skattningen av « &r saledes & = Z-nw’-’ = 5osio = 0.0705, ty 8 = 2. I for-

melsamlingen ses att p = a~'/AT(1 + 1/8) = a~'/?>T(1.5). T den ser vi ocksa att
I'(1.5) = 0.50(0.5) = 0.5¢/7, s& vi far till sist skattningen i = 0.0705~'/20.5\/7 = 3.338.
Den som inte kan ML-skatta a, berdknar istéllet i = Z = 3.332 och sedan & ur samban-
det 4 = a~'/?T(1.5). Han/hon bér fa @ = 0.0707. 120 #r estimatet av 0.20-kvantilen
Zo.2. Den fas teoretiskt genom att 16sa F'(zg.2) = 0.20. Ur F(zg2) =1— e=2%0 fas att
Zo.2 = ((—10g0.8)/a)/?, s 120 = ((—1og0.8)/0.0705)*/? = 1.779 ~ 1.78. En sista titt
pa data ger att resultatet dr rimligt (en observation dr ju mindre och de 6vriga fyra
storre).



8. Man boérjar med att notera (rdkna ut) att na = 5, Ta = 4.874, s4 = 0.449 och
ng =7, T = 4.749, sg = 0.250. Anvind darvid girna formlerna Z = (3 z) /n och

s? = (Z 22— (Y )’ /n) /(n—1). Ur den hemska formlen pé sida 348 far vi att antalet
frihetsgrader i jimforelsen ska vara 5. Rdkna sedan ut

T1 — To
V84 /na + s5/nB

och jAmfor med tg.19(5) = 1.476. Sa inte ens med 20% felrisk kan vi pastd att o, # ps-

= 0.506



MVEOQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp
Tentamen 24 oktober 2007 em M

Tillatna hjilpmedel &r riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta, kursens formel-
och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 073079 42 09.
Jour ir Sofia Tapani, ankn 5336.

Maximalt antal tentamenspoéng ar 30, av dessa krévs normalt 12 for godként betyg och 18
resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gér att ladda ner fran kurshemsi-
dan. Rattningsprotokoll anslés ej.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

1. Du drar tvd kort frén en val blandad kortlek.

(a) Visa att sannolikheten att det andra kortet &r ett ess &r 1/13 om du inte har sett
det forsta.

(b) Om du daremot har sett att det forsta kortet ar ett ess, vad ar d& sannolikheten
att det andra kortet dr ett ess?

(¢) Hur stor ar sannolikheten att exakt ett av korten &r ett ess?

(d) Givet att det andra kortet ar ett ess, hur stor dr sannolikheten att det forsta ocksa
ar ett ess?

Hjalp for den som behover: En kortlek bestar av 52 kort. Av dessa ar 4 ess. (3p)

2. Antalet patogena (hilsofarliga) bakterier i Gota Alv antas vara Poissonférdelat med
parameter A = 25 st per m? vatten. I ditt mikroskop betraktar du en droppe innehéllan-
de 1 ml &lvvatten. Berdkna sannolikheten att din droppe innehaller minst en patogen
bakterie. Hjilp for den som behover: 1 m3 = 1000 1. (3 p)

3. Harled ett snyggt slutet analytiskt uttryck for mgf for Poi(\). Visa m.h.a detta att
2

4. Anta att paret X,Y har en bivariat (tvidimensionell) férdelning med téthet
fl,y)=c for 0<z<y<l1
dar ¢ > 0. Bestam, for 0 < z < 1, den betingade tétheten for Y givet X = z. (4 p)

5. Den s.k Paretofoérdelningen, Pareto(u, @), definieras av att férdelningsfunktionen ar

u [e3
F(w):l—(—) for x>u
x
dér u > 0 &r en kéind niva och a > 0. Harled
(a) momentskattningen (2 p)
(b) trolighetsskattningen (2 p)
av parametern «. Harvid férutsétts att du har givet data z1,...,%,, som kan anses

vara oberoende observationer av Pareto(u, a).

6. I en understkning av partisympatier erhdll partierna A och B frekvenserna f4 = 476
resp fp = 119. Totalt tillfragades 1372 slumpmissigt utvalda véljare och av dessa valde
n = 1359 att delta i undersokningen (d.v.s svara pa fragan ”Vilket parti skulle du rosta
pa om det var val idag?”). Punkt- och intervallskatta de sanna proportionerna p4 resp
pp som skulle vilja att rosta pd A och B om det vore val idag (eller snarare den dag
de tillfrdgades). Varfor dr den statistiska felmarginalen mindre f6r parti B &n for parti
A? Skriv nagot klokt om bortfallet som bestod av 13 personer. (5p)



7. I en méitning av tiden det tar for en robot att utféra ett visst produktionsmoment
erhélls i n = 25 métningar medelviirdet Z = 47.3 sekunder och variansen s? = 22.84.
Det anses viktigt att variationen i utforandetiderna ar liten. Berdkna darfor ett 99%
uppat begréinsat konfidensintervall for standardavvikelsen o. Redovisa vilka antaganden
du behover gora for att kunna 16sa uppgiften. (4p)

8. Berdkna ett 95% konfidensintervall for robotens férvantade utférandetid pu. Redovisa
vilka antaganden du behoéver gora for att kunna 16sa uppgiften. (3 p)

Lycka till!
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Kortfattade svar eller 16sningar till MVE090 den 24,/10-07

(a) &2 + t52 = 1 (lagen om total sannolikhet)
3 _ 1
b) =1
448 | 48 4 D) _ 32
(€) 5557 + 3551 = 22 (lagen om total sannolikhet) eller @ = o
4.3
(d) =225+ = - (Bayes formel)
5251752 51

. Antalet i en droppe dr Poi(\) med A = 25-107°, s& sannolikheten for minst en bakterie

dr1—e ™~ XA =0.0000025 (da A &r mycket liten géller ju med god noggranhet att
e r=1-))

. M.g.f fér Poisson dr m(t) = > o, e*le _“‘ =e Y0, (re k,) = e A’ = eMe'-1)

Derivering: m/(t) = AeteM¢' =1 = Xetm(t ) och m! (t) = etm(t) + Aetm/(t)
Sa, m'(0) = XA och m"(0) = A + A? och det foljer att 4 = A samt 02 = A+ A2 — A2 =\

Givet z € (0, 1) ar inget y-virde mer troligt &n nagot annat. Mao, Y|z &r likformigt
fordelad, s& vi méste ha att fy,(y) = 2= forz <y <1
. 1 .
Alternativ: fx(z) = [, cdy = c¢(1 —z) och fy,(y) = 755 =5 fora <y <1
(a) Obs att f(z) = F'(z) = %(%)Q—H. I formelsamlingen ses att g = —%5u sd a =
F—H_u‘ Hérur fas att momentskattningen ér & = -2
ska fungera ar att a > 1. Annars existerar ju inte vantevérdet.

a+1
(b) Trolighetsfunktionen &r L(a) = []; 2 (ml) = (%)n (HZ zl)
Logaritmera: £(a) =nlna —nlnu+ (e +1)(nlnu — >, Inz;)
Derivera: £L'(a) = 2 +nlnu — Y Inz;
Detta = 0 precisda 2 = ), Inz; —nlnu,dvsdda = Z YR

a+1

_ n
—nlnu — 3, In(zi/w)

Trolighetsskattningen ar alltsd @ = 5 ln(:c 7 = Ty ln(z 79

(Man ser att dessa skattningar ger olika resultat. Trolighetsskattningen rekommenderas.
Den har béttre egenskaper.)

. Bortfallet ér litet. Om samtliga, t.ex, skulle svarat A, sa skulle p4 skattats med 47513 =
0.356 och pp med H3=13 = 0.0773, istéllet for som nu pa = 5% = 0.350 resp

PB = i35 = 0.0876, men att enbart parti A-sympatisdrer avstatt fran att deltaga

dr knappast troligt. Antar man att bortfallet har ungefir samma sympatier som de
svarande, sd blir skattningarna ungefir detsamma som de skulle blivit om alla tillfra-
gade deltagit i undersékningen.

Inget ar sagt om konfidensgraden i uppgiften, s vi viljer att intervallskatta med si-
kerheten ca 95%. D& &r a = 0.05 och 2z,/2 = zp.025 = 1.96 samt py = 0.350 +

1.96,/2:350:0:650 — 0.350+0.025 och pp = 0.087641.96,/L08T6-0.9124 — () 0876+0.0150.

Att den statistiska felmarginalen &r storre for parti A &n for parti B beror pa att funk-
tionen p ~ p(1 — p) véxer fran 0 till 0.25 d& p véxer fran 0 till 0.5 och sedan avtar ned
mot 0. M.a.o pp(1 — p) < pa(l —pa). Vi vet ju att pg ~ 0.09 < 0.35 = pa4.

. Det ar viktigt att data dr approximativt normalférdelade. Centrala gransvirdessatsen

kan man inte luta sig s& vildigt starkt emot niir det ér o eller 02 man ska intervallskatta.
(J.f.r laroboken, sida 281, nedersta stycket.) I formelsamlingen ser vi att (";—282
x2(n — 1), sa sannolikheten att héindelsen M > X32.99(24) = 10.8564 intriiffat ar
0.99. Vi viinder pa olikheten och far o2 < M = 50.4919 = ¢ < 7.11. Notera att o

10.8564
skattas av s = v/22.84 = 4.78.

~

. Hir gar det battre att hénvisa till centrala grinsvirdessatsen och rikna som om data

vore normalférdelade, trots att vi inte alls vet ndgot om datas fordelning. Men obs att
det finns besvirliga fordelningar som man behéver vildigt stora stickprov pé for att



centrala gransvirdessatsen ska fungera bra. Sa vi kan inte vara bergsdkra pa att pu =
Fttyn(n—1)s/n = 47.3+2.0639-/22.84/25 = 47.3+1.97 (eller 45.33 < u < 49.27)
har den 6nskade sikerheten ca 95%.



