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Jour ir Sofia Tapani, ankn 5336.

Maximalt antal tentamenspoéng ar 30, av dessa krévs normalt 12 fér godként betyg och 18
resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gér att ladda ner fran kurshemsi-
dan. Rattningsprotokoll anslés ej.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

1. Du drar tvd kort frén en val blandad kortlek.

(a) Visa att sannolikheten att det andra kortet &r ett ess &r 1/13 om du inte har sett
det forsta.

(b) Om du daremot har sett att det forsta kortet ar ett ess, vad ar d& sannolikheten
att det andra kortet dr ett ess?

(¢) Hur stor ar sannolikheten att exakt ett av korten &r ett ess?

(d) Givet att det andra kortet ar ett ess, hur stor dr sannolikheten att det forsta ocksa
ar ett ess?

Hjalp for den som behover: En kortlek bestar av 52 kort. Av dessa ar 4 ess. (3p)

2. Antalet patogena (hilsofarliga) bakterier i Gota Alv antas vara Poissonférdelat med
parameter A = 25 st per m? vatten. I ditt mikroskop betraktar du en droppe innehéllan-
de 1 ml &lvvatten. Berdkna sannolikheten att din droppe innehaller minst en patogen
bakterie. Hjilp for den som behover: 1 m3 = 1000 1. (3 p)

3. Harled ett snyggt slutet analytiskt uttryck for mgf for Poi(\). Visa m.h.a detta att
2

4. Anta att paret X,Y har en bivariat (tvidimensionell) férdelning med téthet
fl,y)=c for 0<z<y<l
dar ¢ > 0. Bestam, for 0 < z < 1, den betingade tétheten for Y givet X = z. (4 p)

5. Den s.k Paretofoérdelningen, Pareto(u, ), definieras av att férdelningsfunktionen ar

u [e3
F(w):l—(—) for x>u
x
dér u > 0 &r en kiind niva och a > 0. Harled
(a) momentskattningen (2 p)
(b) trolighetsskattningen (2 p)
av parametern o. Harvid forutsétts att du har givet data z1,...,%,, som kan anses

vara oberoende observationer av Pareto(u, a).

6. I en understkning av partisympatier erhéll partierna A och B frekvenserna f4 = 476
resp fp = 119. Totalt tillfragades 1372 slumpmissigt utvalda véljare och av dessa valde
n = 1359 att delta i undersbkningen (d.v.s svara pa fragan ”Vilket parti skulle du rosta
pa om det var val idag?”). Punkt- och intervallskatta de sanna proportionerna p4 resp
pp som skulle vélja att rosta pd A och B om det vore val idag (eller snarare den dag
de tillfrdgades). Varfor dr den statistiska felmarginalen mindre f6r parti B &n for parti
A? Skriv nagot klokt om bortfallet som bestod av 13 personer. (5p)



7. I en méitning av tiden det tar for en robot att utféra ett visst produktionsmoment
erhélls i n = 25 métningar medelviirdet Z = 47.3 sekunder och variansen s? = 22.84.
Det anses viktigt att variationen i utforandetiderna ar liten. Berdkna darfor ett 99%
uppat begréinsat konfidensintervall for standardavvikelsen o. Redovisa vilka antaganden
du behover gora for att kunna 16sa uppgiften. (4p)

8. Berdkna ett 95% konfidensintervall for robotens férvantade utférandetid pu. Redovisa
vilka antaganden du behoéver gora for att kunna 16sa uppgiften. (3 p)

Lycka till!
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Kortfattade svar eller 16sningar till MVE090 den 24/10-07

(a) &2 + 252 = 1 (lagen om total sannolikhet)
3 _ 1
b) =1
448 | 48 4 D) _ 32
(€) 5557 + 3551 = 22 (lagen om total sannolikhet) eller @ = o
4.3
(d) —#225—+ = - (Bayes formel)
5251752 51

. Antalet i en droppe dr Poi(\) med A = 25-107°, s& sannolikheten for minst en bakterie

dr1—e ™~ XA =0.0000025 (da A &r mycket liten géller ju med god noggranhet att
e r=1-))

. M.g.f for Poisson dr m(t) = > po, e*le _M‘ =e Yo G kv) = et = eMe'-1)

Derivering: m/(t) = Aete*¢' 1) = \etm(t ) och m! (t) = Xetm(t) + Aetm/(t)
Sa, m'(0) = XA och m"(0) = A + A? och det foljer att 4 = A samt 0> = A+ A2 — A2 =\

Givet z € (0, 1) ar inget y-virde mer troligt &n nagot annat. Mao, Y|z &r likformigt
fordelad, s& vi méste ha att fy,(y) = 2= forz <y < 1

Alternativ: fx(z) = fml cdy = c(1 —x) och fy,(y) = 1 forz<y<1

c ja—
c(l—z) —
(a) Obs att f(z) = F'(z) = %(%)Q—H. I formelsamlingen ses att p = ;%7u sd a =

;ﬁ—u. Hérur fas att momentskattningen dr & = =
ska fungera ar att a > 1. Annars existerar ju inte vantevérdet.

a+1
(b) Trolighetsfunktionen &r L(a) = []; 2 (ml) = (%)n (HZ zi)
Logaritmera: £(a) =nlna —nlnu+ (e +1)(nlnu — >, Inz;)
Derivera: £L'(a) = 2 +nlnu — ) Inz;
Detta = 0 precis da 2 = ), Inz; —nlnu,dvs dda = Z YR

a+1

_ n
—nlnu — Y, In(zi/w)

Trolighetsskattningen ar alltsd @ = 5 ln(:c 7 = Ty ln(z 79

(Man ser att dessa skattningar ger olika resultat. Trolighetsskattningen rekommenderas.
Den har bittre egenskaper.)

. Bortfallet ér litet. Om samtliga, t.ex, skulle svarat A, sa skulle p4 skattats med 47513 =
0.356 och pp med H3=13 = 0.0773, istéllet for som nu pa = 5% = 0.350 resp

PB = i35 = 0.0876, men att enbart parti A-sympatisdrer avstatt fran att deltaga

dr knappast troligt. Antar man att bortfallet har ungefir samma sympatier som de
svarande, sd blir skattningarna ungefir detsamma som de skulle blivit om alla tillfra-
gade deltagit i undersékningen.

Inget ar sagt om konfidensgraden i uppgiften, s vi viljer att intervallskatta med si-
kerheten ca 95%. D& &r a = 0.05 och 2z,/2 = zp.025 = 1.96 samt py = 0.350 +

1.96,/2:350:0:650 — 0.350+0.025 och pp = 0.087641.96,/L08T6-0.9124 — () 0876+0.0150.

Att den statistiska felmarginalen &r storre for parti A &n for parti B beror pa att funk-
tionen p ~ p(1 — p) véxer fran 0 till 0.25 d& p véxer fran 0 till 0.5 och sedan avtar ned
mot 0. M.a.o pp(1 — p) < pa(l —pa). Vi vet ju att pg ~ 0.09 < 0.35 = pa.

. Det ar viktigt att data dr approximativt normalférdelade. Centrala gransvirdessatsen

kan man inte luta sig s& vildigt starkt emot niir det &r o eller 02 man ska intervallskatta.
(J.fr laroboken, sida 281, nedersta stycket.) I formelsamlingen ser vi att (";—282
x2(n — 1), sa sannolikheten att héindelsen M > X2.99(24) = 10.8564 intriiffat ar
0.99. Vi viinder pa olikheten och far ¢? < M = 50.4919 = ¢ < 7.11. Notera att o

10.8564
skattas av s = v/22.84 = 4.78.

~

. Hir gar det battre att hénvisa till centrala grinsvirdessatsen och rikna som om data

vore normalférdelade, trots att vi inte alls vet ndgot om datas fordelning. Men obs att
det finns besvirliga fordelningar som man behéver valdigt stora stickprov pé for att



centrala gransviardessatsen ska fungera bra. Sa vi kan inte vara bergsdkra pd att p =
Fttyn(n—1)s/\n = 47.3+2.0639-/22.84/25 = 47.3+1.97 (eller 45.33 < u < 49.27)
har den 6nskade sikerheten ca 95%.





