MVEQ090 Matematisk statistik Z
Tentamen 30 augusti 2007 fm V

Tilldtna hjalpmedel ar riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta, kursens
formel- och tabellsamling samt bifogat tabellblad.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 7942 09. Tommy gar att nas per
mobiltelefon under tentamen. Ingen jour saledes.

Maximalt antal tentamenspodng ar 30, av dessa krivs normalt 12 for godkint betyg
och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran
kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas ej.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.
Uppgifter

1. Héarled formeln

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B) (3 p)

2. Ten fororenad mark-tillimpning beddmmer man att risken att marken ar férorenad
ar ca 70%. Matapparaturen som anvéinds for att analysera jordprover ger tyvarr
inte alltid rétt utslag. Ként ar att den detekterar férorening i ca 95% av fallen om
provet verkligen ar férorenat och i ca 20% av dem da provet inte dr det. Anta att
du har ett prov i vilket foérorening har detekterats. Hur stor dr da sannolikheten
att provet verkligen &r férorenat. (4 p)

3. I en lagerbyggnad bestar brandlarmet av tva st rokdetektorer och vi ska rikna pa
tillforlitligheten hos ett sdidant larmsystem. Vid brand, eller snarare rokutveckling,
riacker det att en detektor detekterar rok for att larmet ska ga. Lat A och B
beteckna héndelsen att den forsta resp andra rokdetektorn inte fungerar, som
man séiger, "on demand”. Antag att P(A) = P(B) ~ 1072 samt att A och B ir
oberoende. Hur stor dr d& sannolikheten for ”system failure on demand” (d.v.s att
larmet inte gar fast rokutveckling sker). (3 p)

4. T nedanstaende figur definieras en tva-dimensionell diskret férdelning sanér som
pa en sannolikhet. (a) Varfor &r denna sannolikhet 0.009? (b) Ar variablerna z
och y oberoende? (c) Berdkna den betingade fordelningen for z givet att y = 2.
(d) Berdkna fordelningen for variabeln z = z + y. (4 p)

y =
0 1 2 3
0.837 0.031 0.020 0.016
0.051 0.011 0.008 0.003
0.010 7  0.004 0.000

N = O




5. (a) Lat X vara en kontinuerligt fordelad stokastisk variabel med foérdelnings-
funktion F'(x) och tathet f(x) = F'(z), 1at U vara likformigt fordelad pa det
6ppna enhetsintervallet (0,1) och definiera

X =F YU)

dir F'(u) ir inversen till F(z). Visa att X och X har samma fordelning.(3 p)
(b) Paretoférdelningens téthet ar

_ 0% xT a+1 .
f(x)_xT<a:> for x> zr

Hér &r o7 > 0 och o > 0. Hérled en algoritm (formel) fér simulering av
observationer med denna téthet. (2 p)

6. I livslingdssammanhang anvinds ibland férdelningen definierad av tatheten
f(z) = 2aze >0 a>0
I en liten studie av lastbilars livstid erholls foljande tider i ar:
14.23 4.20 13.82 14.75 6.46 12.69

Berikna ML!-skattningen av . Anta oberoende observationer. (4 p)
7. Visa att S? ir en viinteviirdesriktig skattning av o2. (3 p)

8. Man mitte en hallfasthet hos ett forstarkt material och erh6ll i ny = 5 méatningar
medelvirdet Z; = 15.3 och standardavvikelsen s; = 3.37. Man gjorde sedan ny = 4
kontrollmétningar pa motsv icke-forstirkta material och erh6ll da medelvirdet
Zo = 13.5 och standardavvikelsen s; = 2.95. Stammer det att dessa mitningar
visar med en rimlig statistisk signifikans att det forstirkta materialet har en hogre
hallfasthet an det icke-forstiarkta? Anta normalférdelade observationer. Hjilp: For
F-fordelningens kvantiler géller att f,(v1,72) = 1/f1_a(v2, 11)- (4 p)

Lycka till!

ML &r en forkortning av engelskans Maximum Likelihood



4.

6.

Svar eller 16sningar till MVEQ90 den 30/8-07

. P(AUB) = P(AUB\A) = P(A)+P(B\A) = P(A)+P(B)—P(ANB). Den forsta

likheten foljer av att AUB = AUB\ A, den andra av additionsaxiomet (héindelserna
A och B\ A utesluter ju varandra) och den tredje av P(B) = P(B\AUBNA) =
P(B\ A)+P(BNA)= P(B\ A) = P(B) — P(AN B). Aven hiir har jag anvint
additionsaxiomet. Handelserna B\ A och BN A ir ju 6msesidigt uteslutande.

. Bayes formel ger direkt att

P(F)P(D|F) B 0.70 - 0.95
P(F)P(D|F)+ P(FYP(D|F") ~ 0.70-0.95+ 0.30 - 0.20

P(F|D) = =0.917

Har dr F' hidndelsen att marken dr foérorenad och D hindelsen att férorening de-
tekteras.

. Failure F' intraffar om, och endast om, bade detektorerna ej larmar, d.v.s precis

di AN B intriffar. S3 P(F) = P(AN B) = P(A)P(B) = 10752,

(a) Annars skulle inte summan av alla sannolikheter vara 1.000.

(b) Nej, eftersom P(x = 0,y = 0) # P(x = 0)P(y = 0). Vi har ju att P(z =
0,y = 0) = 0.837, P(x = 0) = 0.837 + 0.031 + 0.020 + 0.016 = 0.904,
P(y = 0) = 0.837+0.05140.010 = 0.898 och 0.904-0.898 = 0.811792 # 0.837.

(¢) P(y =2)=0.020+0.008+0.004 = 0.032, sa P(z =0y =2) = % = 0.625,
Pz = 1y = 2) = 338 = 0.250 och P(z = 2ly = 2) = 3555 = 0.125.
(Kontroll: 0.625 + 0.250 + 0.125 = 1.000)

(d) P(z =0) =0.837, P(z = 1) = 0.051 + 0.031 = 0.082, P(z = 2) = 0.010 +
0.011 + 0.016, P(z = 3) = 0.009 + 0.008 + 0.016 = 0.033, P(z = 4) =
0.004 + 0.003 = 0.007, P(z = 5) = 0.000. (Kontroll: 0.837 + 0.082 + 0.041 +
0.033 + 0.007 4 0.000 = 1.000)

(a) Det riacker att visa att X har samma fordelningsfunktion som X. Da maste
ju dven deras tatheter sammanfalla. Sa

F(z)=P(X <z)=PF'(U)<z) = P(U< F(z)) = F(z)
ty av det faktum att F(z) dr vixande foljer att F~'(u) <z <> u < F(z).
a (zr\otl . o e _rz . zr\ & 2

(b) Om f(z) = - (22)™" for x > xp, s ir F(z) = ffo(y) dy=1— ()", Lat
u vara ett slumptal. Genom att 16sa ut x ur likheten u = 1 — F'(x) erhaller
vi en simulerad observation x. Detta dr en omedelbar konsekvens av satsen
som visades i (a). Vi far

u=1-Fz) & u= <x—T)a & wr=" & g=gpule
x x
Anta att vi har n oberoende observationer xi, ..., x,. Troligheten &r da

L(a) = H flxi) = H 20‘%6_%? =2"a" (H xz> Rt H



ML-skattningen & av « dr det o som maximerar troligheten. Det beridknas si hér:

L(a) =InL(a) = nln2+nlna—|—Zlnxi — aZx?

dL(c) n 9 n
=0 = —- =0 = = ——
do o Zi:xz “ X2
Att detta dr en maximipunkt fas ur faktumet att % < 0 for alla o > 0 (d.v.s

att troligheten ar konkav), vilket ej behover visas. Sa i foreliggande studie ar alltsa
ML-skattningen

. n 6
“= > x? ©14.232 + 4.202 + 13.822 + 14.752 + 6.462 + 12.692
6
=——  ~~0.007216
831.4555

: (n—1)5’2:Zi(Xi—X)Q:ZiXE—ZiQXiX—i—ZiXQ:Zin—nX2, 54

(n—1)ES* =) EX] - nEX”

Notera att 0 = Var[X;] = EX? —(EX;)* = EX} —p?, sa EX? = 0”4 /. Analogt
fas EX? = Var[X]| + (EX)? = 0?/n + p*. Sa

(n—1)ES? = n(0® + pi®) — n(o?/n+ p?) = (n — 1)o?
vilket skulle visas.

. Bast ar att forst avgora om vi kan rdkna som om varianserna ir lika eller ej.
Under nollhypotesen att de &r lika dr varianskvoten F'(4,3)-fordelad. Vi jamfor
darfor s?/s2 = 3.372/2.95% = 1.305 med t.ex 10%- resp 90%-kvantilerna, som &r
fo1(4,3) =5.343 och fo9(4,3) = 1/f5.1(3,4) = 1/4.191 = 0.239. Vi kan alltsa inte
forkasta att 02 = 02 ens pa 20%-nivan, sa det torde vara helt siikert att riikna som

om o2 = ¢2. Vi far d& den sammanviigda variansskattningen

o 4-3.377+3-2.95

= 10.2193 = 3.1972
4+3

S

och antalet frihetsgrader i denna ar v = 4+ 3 = 7. Teststatistikan, som har virdet,

I — I 1.
¢ = xll x21 - 8 — 0.839
1 1
S —+—2 3197 g‘i‘z

ar inte sérskilt signifikant storre &n 0. Vi har ju att to1(7) = 1.415 > 0.839. Svaret
pa den stillda fragan ar alltsi: nej, det stimmer inte, for inte ens pa 10%-nivan
kan vi forkasta nollhypotesen iy < po till forman for py > po.



