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MVEQ090 Matematisk statistik Z
Tentamen onsdag 25 oktober 2006 fm

Detta dr dven omtentamen pa TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z,
del B.

Tillatna hjdlpmedel ir riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 07307942 09.

Maximalt antal tentamenspoing ar 30, av dessa kriavs 12 for godkint betyg och 18
resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran kurs-
hemsidan. Réttningsprotokoll anslas i MV:F, plan 2.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.
Uppgifter

1. Brandlarm med automatlarm till Rdddningstjinsten ar populédrt att installera.
Dock ar méanga larm av undermalig kvalitet. De bade larmar nir det inte borde
larmas (vilket inte &r s& farligt, men dock kostar utryckningspengar) och missar
att larma nér det brinner (vilket inte alls &r bra). Lat B vara héndelsen att det
brinner en viss given vecka och 1at D beteckna héndelsen att larmet gar. Antag
att de brandlarm som &r installerade i ett visst industriomrade karakteriseras av
felsannolikheterna P(D|B') = 0.05 och P(D'|B) = 0.10. Om det i genomsnitt
brinner i en byggnad forsedd med larm ca 1 gang per ar, sa att P(B) ~ 0.02, vad
ar da (a) P(D) och (b) P(B|D)? (4 p)

2. I en motor finns fem packningar. Motorn fungerar tillfredstéillande sa linge minst 3
av packningarna haller tatt. Ként &r att sannolikheten att en packning haller téatt
under motorns driftstid dr ca 0.80 och man tror sig veta att hindelserna huruvida
packningarna haller tétt eller ej &r oberoende. Berdkna sannolikheten att motorn
fungerar tillfredsstiallande under hela driftstiden. Svaret ska ges med atminstone 2
decimalers noggranhet. (4 p)

3. Lat T vara en kontinuerlig icke-negativ stokastisk variabel. Da kan 7" fungera som
modell for en slumpmaissig funktionstid. Antag att 7':s tillforlitlighetsfunktion &r

Rt)=e?® t>0

for nagon icke-negativ vixande funktion Z(t) siadan att Z(0) = 0. Visa att da &r
T's felbenégenhet z(t) = Z'(t). (4 p)

Vind!



. Utfallet X, Y av ett visst forsék har den bivariata tatheten

flz,y)=c
forx >0,y >0sadanaatt 0 <z +y < 1.

(a) Berdkna E[X]. (2 p)
(b) Berékna Cov[X,Y]. (2 p)

. Lat Xy,..., X, vara ett stickprov pa X och lat E[X] = p, Var[X] = ¢*. (a) Visa
att X skattar p vintevirdesriktigt, och (b) berdkna Var[X]. (4 p)

. Antag att du har oberoende Poi(\)-observationer x1,. .., z,. Hérled ett uttryck
for hur ML-skattningen av A ska beridknas. (3 p)

. I n =10 oberoende mitningar av tillverkningstiden f6r en produkt erhélls >z =
71.4 (enhet: timmar) och Y z? = 531.07. Man vill skaffa sig en uppfattning om
hur 1lang den forvantade tillverkningstiden i varsta fall ar. Bestam darfor ett uppat
begrinsat konfidensintervall for denna med konfidensgrad 0.99. Det finns skil att
antaga att observationerna dr normalférdelade. (4 p)

. Man ville understka om halten alluminium i tva jordprov tagna pa femton meters
avstand ar positivt korrelerad. Man slumpade darfor ut fyra par av positioner
med 15 meters inbordes avstand. I varje sadant par méttes aluminiumhalten i
bada positionerna. Foljande data erholls:

(12.2, 12.8), (13.8,12.3), (10.7, 11.0), (12.8, 12.3)

Enhet: mg/kg torrsubstans. Antag att detta dr oberoende observationer av en
bivariat normalfordelning med korrelation p. Testa pa nivan 10% nollhypotesen
Hy : p < 0 mot alternativet H; : p > 0. (3 p)

Lycka till!



Svar eller 16sningar till MVEQ90 den 25/10-06

1. (a) Med "lagen om total sannolikhet” fas P(D) = P(B)P(D|B)+P(B")P(D|B') =
0.02-0.90 4+ 0.98 - 0.05 = 0.067

(b) Med Bayes formel fas P(B|D) = EEPIDIB) — 0818 _ 0,969

2. Antalet packningar, X, som fungerar hela driftstiden &r Bin(n,p)-fordelat med
n =5 och p = 0.8, sa den sokta sannolikheten ar

5 5 5
P(X >3)= (3) 0.8%-0.2% + (4> 0.8*-0.2" + (5) 0.8
= 0.2048 + 0.4096 + 0.32768 = 0.942

3. Ur F(t) =1 - R(t) fas f(t) = F'(t) = —R'(t) = Z'(t)e"?®, vilket implicerar for
)

felbenigenheten z(t) = ((t) Q%ff” = 7'(t), vsv

4. Rita figur 6ver utfallsrummet {(z,y) : ¢ > 0,y > 0,0 < z +y < 1} och dra

slutsatsen att ¢ = 2 ur faktumet att utfallsrummet har arean % Annars

1 pl-g 1 1
1:// cdydac:c/(l—ac)dx:c— = c=2
0 Jo 0

(ty da = € [0, 1] &r fixerat géller 0 <y < 1 —x) Vi far nu att fx(z) = f1_$2 dy =
2(1—xz) for 0 < z < 1 och, analogt, fy(y fo 2dr =2(1—y) for 0 <y < 1. Att
variablerna har samma marglnalfordelmng kan man faktiskt sluta sig till ur figuren
over utfallsrummet. Vi far vidare att py = ux = folx < 2(1 —x)de = % Dessa

\)

vintevirden kan éiven riknas ut sa har: uy = pux = fol "oy drdy = f0123:(1 —

z)dr = 1 — 2 = 1. Dessutom har vi att E[XY] f f :cy 2dydz = fol
z)?dx = Saledes giller att Cov[X,Y] =4 — 13-+ = —.(Att kovarlansen och
dérmed aven korrelationen ar negativ ar rlmhgt med tanke pa att da = € [0, 1] &r

fixerat giller 0 <y <1-—1z.)

5. Notera forst att B [X] = E[:>7"  X;] = 23" E[X;] = tnu = p (E ér ju
linjér). Detta visar vantevirdesriktigheten i (a). For att se pastaendet i (b), notera
2

Var [X] = Var [ 3" X;] = SVar[}0, Xi] = 530, Var[X;] = & no? — .
I den 3:e likheten utnyttjas att variablerna adr oberoende.

6. Poissontitheten dr f(z) = e *2; for x = 0,1,.... S& trolighetsfunktionen &r
L) =l e = _"’\/\Z % [], -5 Dess loggade motsvarighet ir £(\) = —nA+
(Z :cZ ln/\ — 2 In(z;!) Derlvera och sdtt derivatan till noll. Da ses att n =

i Li

= 2. ML-skattningen av A ar saledes lika med
medelvirdet z, som vi ju redan vet dr en bra skattning av vintevirdet p. Detta
var kanske inte sa forvinande med tanke pa att u = A.

7. Vi riknar forst ut att £ = 7.14 och s? = 2.3638 = 1.5372. Vi behdver tg1(9) =
2.821 och far p = 7.14 +2.821 - 1.537/+/10 = 7.14 + 1.37 = 8.51.



8. Borja med att berikna > x = 49.5, >y = 48.4, Y 2% = 617.61, > y? = 587.42
och Y zy = 601.04. Hérur fas S,, = 617.61 — 49.5%/4 = 5.0475, S, = 587.42 —
48.42/4 = 1.7800 och S, = 2.09 — 49.5 - 48.4/4 = 2.0900 och vi ser att p =

20900 5 ot V=2 . 0.6973y4 2
5_202?301.78 = 0.6973. Obs virde av teststatistikan f/ln—/ﬂ dr s = 1.3756,

vilket ska vara storre an tg.19(2) = 1.886 om Hy kan forkastas pa nivan 10%. Vi
ser att Hy ej kan forkastas.



