Chalmers tekniska hogskola
Matematisk statistik

TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik, Z
Tentamen 30 mars 2005 f V

Tillatna hjalpmedel ar riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209. Tommy &r just nu i
Asien och aterkommer till Sverige den 10:e april.

Jour ar

Maximalt antal tentamenspoédng ar 30, av dessa krivs 12 for godként betyg och 18 resp 24 for

4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas i forsta

vaningen i Matematisk centrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstid

gbras i mottagningsrummet pa entréplanet (vaning 2) i Matematisk centrum ma-fr 1239-13.

Svar skall motiveras om ej annat sidgs i uppgiften.

1.

4.

Uppgifter

Antag att du i din hand har en vilblandad standard kortlek om 52 kort, varav
13 med "fiargen” spader. Du lagger forst ett kort pa bordet och sedan ett till. Bada
korten ldggs med baksidan upp sa att man inte kan se deras farg.

(a) Hur stor dr sannolikheten att det forsta kortet har fargen spader? (1p)
(b) Hur stor dr sannolikheten att det andra kortet har fargen spader? (1 p)
(c) Ar hindelserna “forsta kortets firg &r spader” och “andra kortets firg &r

spader” oberoende? (2 p)

Ingen motivering krivs pa deluppgifterna (a) och (b). Daremot &r det viktigt att
deluppgift (c¢) motiveras korrekt.

Denna uppgift och nista handlar om en "binary symmetric communication chan-
nel”. En saddan sénder en bit (som kan anta virdena i = 0,1) at gangen och
definieras av att

P(M;]So) = P(My|S1) =p

Hér betecknar M; hindelsen att biten ¢ mottages och S; hindelsen att biten i
sands. Berdkna P(S;|M;) om P(S;) = 0.5. (3 p)

Visa, for den bindra kommunikationskanalen som beskrivs i ovanstaende uppgift,

(a) Kan funktionen f(x), given av att

r — 0.2
f(x) 0.15

da 0.2<2<0.35

c 0.7 —=x

da 035<2<0.7
0.35




for nagot ¢ (och i sa fall vilket) fungera som téthet for nagon stokastisk
variabel. (Svaret dr, som du forstar av nésta fraga, ja, men du maste motivera
det korrekt.) (2 p)

(b) Lat den stokastiska variabeln X ha denna téthet. Berdkna P(X > 0.35).(2 p)

. Lat X, Y vara bivariat normalférdelade med E[X] = 2, E]Y]| = 1, Var[X] = 4,
Var[Y] =1 och p = 0.5. Sétt U = X — 2Y. Vilken fordelning har U? (4 p)

. Man gjorde 7 métningar av en exponentialfordelad tid. Darvid erhélls:
1.226 0.765 3.090 2.457 0.667 0.335 3.340

(tidsenhet: timmar). Berdkna trolighetsskattningen av den 75:e percentilen. Ge
svaret med 2 korrekta decimaler. (4 p)

. I en simuleringsstudie gjordes n = 10000 oberoende simuleringar av en slump-
méssig storhet x med okdnt vinteviarde p. Déarvid erholls Yz = 27400 och
>~ x? = 85075. Hur stort éir “felet” i skattningen i = 2.74 av p? Riikna ut det med
95% konfidens. (3 p)

. Efter reparation av ett métinstrument skulle det kalibreras m.a.p vintevirdes-
riktighet medelst jamforelse med ett vintevirdesriktigt instrument. Man gjorde
n; = 9 métningar och erholl medelvirdet z; = 3.57 samt variansen s? = 0.538
med det just reparerade instrumentet och i ytterligare ny = 6 méitningar av samma
storhet med det vénteviirdesriktiga instrumentet erhélls Zo = 4.47 och s3 = 0.621.

(a) Finns det anledning att missténka att de bada instrumenten hade olika stan-
dardavvikelser i denna métning? (2 p)
(b) Finns det anledning att missténka att det just reparerade instrumentet ej ger
vintevérdesriktigta métresultat? (2 p)

Oberoende normalférdelade data kan forutséttas. T deluppgift (a) ar det lampligt
med konfidensen 90% och i deluppgift (b) 95%.

Lycka till!



Losningar till TMS051 den 30/3-05

. Lat A;, for + = 1, 2, beteckna héndelsen att kort 7 dr spader.

(a) P(A1) =55 =14
(b) P(Ay) = 1 (for alla korten i leken géller ju att sannolikheten att det &r spader

ar 13/52 = 1/4 om man inte vet nagot om de 6vriga)
. Bayes formel ger:

(SHP(M|S)) + P(S)P(Mi|Ss) 1—-p+p 1—p

P(S|My) = P

CP(SMy) > P(S) & P(S, 0 M) > P(S)P(M) < P(M|S) > P(M,) =
P(S])P(M]‘S])—FP(S())P(M”SO) @P(So)P(M]‘S]) > P(SO)P(M]|S[]) = 1*]9 >
p2p <1, qed

(a) f(x) > 0 och integrabel, si den méaste vara en téthet for nagot positivt c¢. Vi
ser att foo 1@) gy = (07L& gp — 051 — 025 = ¢ =4 (M ar ju en triangel
J—oc ¢ J0.2 ¢ 2 c

med basen 0.15 + 0.35 = 0.5 och héjden 1)

(b) Den sokta sannolikheten &r 1 — ff;ﬁf(a") dr =1— Oﬂ;r)f(’l“) dp =1 224 =
1 — 0.3 = 0.7 (restriktionen av f(z) till intervallet [0.2, 0.35] &r en triangel

med basen 0.15 och héjden ¢)

. Linjarkombinationer av bivariat normalfordelade variabler dr normalférdelade, sa
U ar N(u,0). Vi far vidare att p = E[U] = E[X]| -2FE[Y] =2—-2-1= 0, samt
0% = Var[U] = Kov|[U,U] = Kov[X — 2V, X — 2Y] = Kov[X, X] — 2Kov[X,Y] —
2Kov[Y, X|+4Kov[Y, Y] = Var[X]+4 Var[Y] -4 Kov|X, Y] = Var[X]+4 Var[Y] —
4p/Nar[X[Var[Y] =4 +4-1—4-1.\/I.1 =4 Saledes iir U ~ N(0,2)

. Modellen ar att data dr exp(\)-fordelade. Da &r tatheten
flz)=Xe ™ for = >0

Den 75:e percentilen x( 75 uppyller

In 0.25 B In4

A A

Z0.75
0.75 = / e Mdp =1—e M0 = pioe=—
Jo

Saledes géller att trolighetsskattningen av x 75 ges av

R In4
Zo75 = —=%
A

dér \ dr trolighetsskattningen av A. Denna fas medelst maximering av trolighets-
funktionen

L) =] fla) =xe ™o xe ¥ = pme A



8.

Har betecknar zq,...,x, de uppmétta tiderna. Tricket, som man ska kinna till, i
den hir typen av maximi-problem, dr att man istéllet ska maximera logaritmen.
Dérfor bildar vi

LO)=nlnA=)\)

Derivera, satt derivatan till noll och 16s ut A:
dL n n n 1
_ = = — i = 0 = —_ = i = )\ — = —
a0 Z o ) Z " Siw @

Loggade trolighetsfunktioner av denna typ &r konkava, sa detta maste vara en
maximipunkt. (Inget podngavdrag om argumentation for att detta ir en maximi-
punkt saknas.) Saledes giller att A\ = % = To75 = TIn4d. Aterstar att rikna ut
att

11.88
Borja med att berfikna 2 = 23"z = 2.74 och (n—1)s* = > 22 — 1 (3° ) = 9999
= s? =1 = s = 1. Konfidensintervallet blir y = z 4+ 1.96s/\/n ~ 7 + 2s/\/n =
2.74 £ 0.02. Den som svarar +1.96 - 1072 = 40.0196 far naturligtvis ocksa ritt

2
(a) Under nollhypotesen Hy : oy = 09 dr kvoten z;;z;, vars evaluerade virde
2

ar 1.846840. .., F(dfy,dfy)-fordelad, dar df; = n; — 1 = 8 resp 5. I tabel-
len i formelsamlingen ser vi att det for en F'(5,8)-férdelad variabel f gél-
ler att P(f < 0.208) = P(f > 3.688) = 0.05. Notera nu att 0.208 <

1/1.846840... = 0.541 < 3.688 (s%/n?‘ ar ju F(5,8)-fordelad). Data tyder

s1/m1

alltsa inte alls pa att antagandet o; = oy r oriktigt

(b) Eftersom vi inte har nagon anledning att missténka att o # o9, "poolar” vi
ihop de tva variansskattningarna till en enligt
o _ (m —1)st+ (np —1)s]

§? = 2 _05699... = s=0.755
77,14—77,2*2

Totala antalet frihetsgrader i denna skattning &r ny +ns —2 = 13 och en titt i
motsvarande t-tabell ger oss 0.975-kvantilen 095 = 2.160. Saledes géller att
konfidensintervallet
_ 1 1
M1 — U = X1 — T9 + t0_0255 — 4+ — = —-0.90 £ 0.86
nq %)
har konfidensen 95%. Da origo ej ingar i detta intervall drar vi slutsatsen att
pastaendet py # po har minst konfidensen 95%. Risken att det &r fel ar alltsa
hogst 5%. Ett annat sitt att 16sa denna uppgift ar att testa Hg : 1 = po
mot alternativet H; : 1y # o pa nivan 5%. Teststatistikan g@i ar t(13)-

141
ny - ng

fordelad och ur B -
|71 — T

/1 1
S n1+n2

ser vi att testet forkastar Hy. Det finns alltsa anledning att misstinka att det
just reparerade instrumentet ej ger vanteviardesriktiga resultat.

= 2.262 > 2.160



