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English version

1. In a study about a parasite that attacks the kidney of rats, it is known that the average
number of parasites per kidney is 3. Assume that the number of parasites per kidney
follows a Poisson distribution.

(a) Given that a rat has two kidneys, calculate the probability that a rat has more than
3 parasites.
(b) Calculate the probability of having at least 9 rats infected in a sample of 10 rats.

2. Let C' and D be two events. Suppose P(C) = 0.5, P(CN D)= 0.2 and P((CUD)") =0.4
where (C'U D)’ is the complement of (C'U D). What is P(D)?

3. An IQ test was administered to a random sample of 100 sixth graders. The sample mean
was 104,2 and the sample standard deviation was 12.
(a) Find a 95% confidence interval on the standard deviation o.
(b) Find a 95% confidence interval on the mean.

(c) The true value of the mean is = 107. Suppose we construct two intervals, a 90% and
a 99% confidence interval on the mean based on the sample in (a). Only one of these
intervals contains the true value of the mean. Which one? Explain your reasoning
without computing the inverals.

4. Consider the function f defined by

fa) = {(;)x x=123,...

0 otherwise

(a) Verify that f is the density function for a discrete random variable X.
(b) Find an expression for the cumulative distribution function F'(z).
(c) Calculate the probability P(3 < X < 7).
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5. Given a Markov chain with four states s1, so, s3, s4 with the following graph representation.

(a)
(b)
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Write the transition matrix and state the absorbing states.

Find the probability that the Markov chain will be in state s3 in two steps if the chain
is currently in state s4.

Starting at state s4, what is the expected number of steps to absorption?

A moment generating function of a random variable is given by

mx (t) _ 6at+5t2

for some constants a and . Express « and 3 in terms of the mean p and the variance
o? of X.

The moment generating function of a random variable following the Poisson distri-
bution with parameter A is given by

mx (t) _ 6)\(6’5—1)

Let X and Y be two independent random variables following Poisson distributions
with parameter A; and Ao respectively. Prove using generating functions that Z =
X +Y follows a Poisson distribution. Find the mean and the variance of Z.
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Svensk version

1. I en studie om en parasit som attackerar rattornas njurar ar det kéint att det genomsnitt-
liga antalet parasiter per njure &r 3. Antag att antalet parasiter per en njure féljer en
Poissonférdelning.

(a) Givet att en ratta har tva njurar, berdkna sannolikheten att en ratta har mer én tre
parasiter.

(b) Berékna sannolikheten att ha minst 9 smittade rattor i ett stickprov med 10 rattor.

2. Lat C och D vara tva héndelser. Antag att P(C') = 0.5, P(CND) = 0.2 och P((CUD)’) =
0.4, dér (C' U D)" &r komplementtn av (C' U D). Beriikna P(D).

3. Ett IQ-test administrerades till ett slumpmaéssigt stickprov pa 100 sjatteklassare. Det stick-
provsmedelvirdet var 104,2 och det stickprovs standardavvikelse var 12.

(a) Berikna ett 95% konfidensintervall for standardavvikelsen o.
(b) Berékna ett 95% konfidensintervall for véntevérdet p.

(¢) Det exakta medelvirdet dr Jmu = 107. Antag att vi konstruerar tva intervall, ett 90%
och ett 99% konfidensintervall for medelvirdet baserat pa stickprovet i (a). Endast
ett av dessa intervall innehaller det exakta medelvirdet. Vilket? Forklara hur du
resonerar utan att berékna intervallen.

4. Lat f vara funktionen given av

()" x=123,...
f(%)—{o2

annars

(a) Visa att f dr en téthetsfunktion till en diskret stokastisk variabel X.
(b) Ange ett uttryck for den kumulativa fordelningsfunktionen F'(x).
(¢) Beriikna sannolikheten P(3 < X < 7).

5. En Markovkjedja med fyra tillstand sq, s, s3, 84 ar illustrerad i féljande graf.
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(a) Skriv 6vergangsmatrisen och ange de absorberande tillstanden.

(b) Beriikna sannolikheten att markovkedjan 6vergar till tillstand s givet att den &r i
tillstand s4 for tillfillet.

(¢) Om man bérjar i tillstand s4, vad &r vintevirdet av antalet steg for att kedjan
absorberas?
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6.

(a) En momentgenererande funktion till en stokastiskvariabel &r given av

mx(t) = et +BE

for konstanter o och 3. Skriv a och 3 i termer av vintevirdet p och variansen o2 av

X.

(b) Den momentgenererande funktionen till en stokastisk variabel som har en poissonfor-
delning med parameter A\ ges av

mx(t) = M=),

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler som har Poisson férdelning med
parameter A1 respektive Ao. Visa, med hjalp av genererande funktioner att Z = X +Y
ocksa har en poissonfordelning. Berdkna vintevirdet och variansen till Z.

Lycka till!
Nancy
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Cumulative Poisson distribution
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T-distribution

Anmdrkning: 1 T- och x2-tabeller &r d.f. frihetsgrader (degrees of freedom).
X;% betyder att p(x? < XZQ,) = p och t, betyder att p(t < t,) = p (arean till vénster).
Till exempel, p(x3, < 11.808) = 0.005 (d.f.=27) och p(tes < 1.316) = 0.9 (d.f.=25).
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