Tentamensskrivning i Matematisk statistik for D3

Larare: Dan Mattsson, tfn 7725349

Hjalpmedel: Utdelad formelsamling med tabeller (dven BETA, Physics Handbook, skol-
tabeller, till exempel TEFYMA). Valfri rdknedosa utan kommunikationsméjlighet med
andra rdknedosor samt med tomdae minnen. Inga egna anteckningar eller larobok.

1. Att en exponentialfordelad stokastisk variabel X &r minneslos formuleras matema-
tiskt
P(X>s+t|X >s)=P(X >t).

Forklara med ord inneborden av foregaende pastaende och visa sedan likheten. (3p)

2. Vad #r X och S?? Bevisa att den forsta &r en vintevirdesriktig skattning av
vantevérdet, och att den andra ar en véantevardesriktig skattning av variansen. (3p)

3. En brandvarnare innehaller tva batterier; en for rokdetekteringsenheten och en for
signaleringen. Livslingderna fér batterierna antas vara oberoende och exponen-
tialfordelade med parametrar A1 och Ay respektive. Lat T vara tiden som brand-
varnaren fungerar, dvs bada batterierna ar hela, och bestdm foérdelningen for T
Vad ir sannolikheten att brandvarnaren fungerar efter 8 &r om A\; = 1/7 [ar~!] och
Ao = 1/10 [ar™1)? (3p)

4. En tulltjansteman gor stickprovsundersokning bland vaskor. I ett parti om 50 vaskor
véaljer han pa méafa ut fem stycken.

(a) Om partiet innehaller 3 véiskor med illegala substanser, bestam fordelningen for
X, antalet sadana véskor bland de utvalda. (1p)
(b) Bestdm P (X = 0). (1p)

(¢) Ar stickprovsstorleken tillriickligt stor for att med 90% sannolikhet hitta at-
minstone en sadan viska, om tva av tio vdskor innehaller illegala substanser?

(1p)

5. Lat X1,..., X, vara ett stickprov pa X, dir X ~ N(0,0?). Tag fram moment- och
maximi-metodens skattningar av o2 och visa att bada #r vintevirdesriktiga. (3p)

6. I en modell for en population ar hélften av alla hushall enpersonshushall, varav
hélften dr ensamboende kvinnor. I flerpersonshushall antas en kvinna svara i telefo-
nen i 60% av fallen.

En anstélld vid en telemarketingfirma misstanks fuska genom att fabricera gjorda
telefonsamtal. Av 500 rapporterade telefonsamtal uppges 252 blivit besvarade av
mén och 248 av kvinnor. Verkar detta rimligt? (3p)

7. Tva butiker konkurrerar om kaffekunder. Butik A tar 40kr/kg, butik B 50kr/kg.
Kunder kommer till butik A med en intensitet av 13 i timmen, och till butik B med
9 i timmen. Butik A har 6ppet i atta timmar medan butik B har 6ppet i nio.

Om varje kund koper ett kilo kaffe, bestam butikernas forvintade kaffevinster och
approximera sannolikheten att butik B tjanar mer &n A under en dag. (3p)

Vind!



8.

10.

Tva rollspelare utkdmpar en strid med hjélp av en fyrsidig tdrning. Vid 400 kast
erholls foljande resultat

Resultat‘ 1 2 3 4
Antal | 84 113 116 87

Ar térningen verkligen rittvis? (3p)

Temperaturmétningar pa en reglerad process (etanol/vatten-destillation) ger stick-
provet Xi,...,X, pa X som kan antas vara normalfordelad. Fér n = 20 observa-
tioner erholls

T=7812°C  s%=2.348.

Lat X,11 vara resultatet vid en &nnu ej gjord temperaturmétning.

(a) Vad #r fordelningen for X, 11 — X?
(b) Vad é&r fordelningen for

(¢c) Anvind resultatet ovan for att bestdmma ett 95% intervall for mdtresultatet
X1

(3p)

Vid métningar av resistansen hos en forstirkare antar man att méatfelen ar multip-
likativa i responsen Y. Betrakta darfor modellen

Y (z) = a- T, e ~ N(0,0?)

Baserat pa n = 3 observationer

y[21 53 10.2
x| 1 2 3

skatta a och b. (3p)



1. En stokastisk variabel X &r minneslos om

P(X>t+s|X>s)=P(X >t),

vilket med ord innebér att den aterstaende livslangden efter en fix tid s har samma
férdelning som for en ny komponent.
P(X>t4s) et

PX>t+s]X>s)= PX > ) = = F=P(X >1).

. X betecknar medelvirdet for ett stickprov X1, ..., X, pa X,
1 n
X=- z; X;
1=

och S? ar stickprovsvariansen

E[$?] = E[n ] nilEngf—2XiY+72
[ 11 (éE [X2] - nE [72})
1

- ( Var (X;) + E [Xi]2 — n(Var (7) +E [7]2)>

n

( X>—2nXX+nX
l

n

1
= n_l(nJQ—i—n,uQ—J?—an):az.

. Lat X1 och X5 vara batteriernas livslangder. Da ar
P(T>t)=P(X; >t Xy>t)={ober.} =P (X >t)P(Xy >t) =e Mle 2

det vill saga
FT(t) =P (T S t) = 1 - ef(’\1+)‘2)t7

och T ar exponentialférdelad med parameter A = A\; + Ao = 17/70. Vi far sedan att
P(T > 8) = e 8~ 14%.

4. Lat X vara antalet illegala véskor bland de n = 5 utvalda.

(a) Om partiet bestar av N véaskor varav r ar illegala sa ar

P(X =k)= <I:> <JZ:£>/<ZZ> max(0,n +r — N) < k < min(n, r).

Har far vi att, N = 50, r = 3,
(i) (52%)
(5)

P(X=k) = 0<k<3.



(b) P(X =0)= (Y)/(?) = 0.7240.
(c) Med r =10 fas P (X = 0) = (V) /(%) = 0.3106, dvs med sannolikhet 68.9% <
90% kommer vi att hitta atminstone en illegal véska.

5. Lat X1,..., X, vara ett stickprov pd X ~ N(0,0?). Eftersom E [X] = 0 och E [X?] =

Var (X) + E[X]? = 02, s& blir momentskattningen av o2,

1 n
52 = - ZX?.
=1

Skattningen ar véntevérdesriktig ty

n

A2]:E[%zn:Xf] = ZE (X7 = Z(a +0) =
i=1

z:1

Likelihoodfunktionen for stickprovet givet de observerade virdena ar

HfX i) = 27ml)n/2 p{—riszi—O)z}-
=1

Logaritmering och derivering ger

4 oL no, 1 zn: 2_
—— 0 = —_—— _— T, = U.
do? % 20% 20t

Forenkling och omarrangering ger slutligen

_lzn:xz N 32:lzn:X2
n &=t n “ v
=1 =1
Detta dr samma skattning som momentskattningen sé den ar ocksa vantevardesriktig.

6. Lat pg vara andelen ganger mén som svarar i telefon vid ett slumpvist utvalt hushall
enligt var modell. Da &r pp = 1/4+1/2-4/10 = 0.45. Bland n = 500 telefonsamtal,
lat X vara antalet ganger en man svarade. Antag att X ~ Bin(n, p), och stéll upp
hypoteserna

Hoy:p=po och Hi:p# po,

som vi vill testa pa niva o = 5%. Vi skattar p med p = X/n, och far det observerade
vardet p = 0.5040. Vi bildar statistikan

po(1 —po)/n

som under H( ar approximativt N(0, 1) och har det observerade vérdet t = 2.4271.
Vi forkastar Hy for stora virden pa |T'| och ser att |t| motsvarar p-vérdet 0.0152.
Slutsatsen ar att vi forkastar Hp pa niva 5%. Om vi tror pa modellen sa ljuger
férmodligen den anstéllde undersokaren.



7.

10.

Lat X4 och Xp vara antalet kunder som kommer till butik A resp. B under en
dag. Antag att de ar oberoende och Poissonfordelade med intensiteter A4 = 13 och
Ap =9. Dadr E[X4] = Var (X4) = 8\4 = 104 och E[Xp]| = Var (Xp) = 9\p = 81.
Bilda skillnaden i kaffevinst som Y = 40X4 — 50Xp som har E[Y] = 110 och
Var (Y') = 368900. Vi approximerar fordelningen f6r Y med normalférdelningen.

Y — 110 0—110
P(Y<0):P( < > $(—0.1811) = 0.43,
V368900 /368900
Om térningen &r rattvis sa skall p; = P (Térning visar sida i) vara 1/4. Vi vill testa
hypoteserna

1 1
H()Zpl:---:pllzz mot Hlipi?éz, négotz

pa niva o = 0.05. Bland n = 400 kast forvantar vi oss att e; = np; = 100 skall visa
sida 7. Vi jamfor de observerade frekvenserna O; med de forvantade med hjélp av

statistikan )
(0= )
Q= Z %
i=1 v

som under Hy #r approximativt y2-fordelad med 3 frihetsgrader. Vi forkastar H
for stora virden pa @, och ur tabell far vi att P (Q > 7.815) = 0.05. Vi observerar
utfallet ¢ = 8.5 > 7.815 och forkastar Hy pa niva 5%. (p-véarde 0.0367)

Xi,...,Xpy1 &r ett stickprov pa X ~ N(p,0?). Da ér X1 — 7 normalfordelad
med E [Xn+1 — X] = — p = 0 och varians Var ( ntl — X) =02+ o?/n.

Eftersom (n — 1)52/0'2 =30 (X; — X)? dr x2_, s& dr

T_ n+l — n+1 — /\/ n —3 ~ tn,l-ft')rdelad.

it ofint

(En kvot mellan oberoende N(0, 1) och roten av x2_,/(n —1).)

Salunda kan vi ur tabell ¢, bestdmma ¢/, sa att P (|T\ < ta/2) =1-a. For
n =20 och a = 5% far vi t, /5 = 2.0930. Dvs, med sannolikhet 95% é&r

Xn+1 -

—tas2 < —
Sy/+1
eller, omformulerat,

X—ta/QS\/—+1<Xn+1<X+ta/25\/ + 1.
n

Med vérden far vi

< ta/?

74.83 < Xpp1 < 8141 (95%).

Lat Y(z) = a-e?™. Lat Z(x) = logY (z) = log(a) + bz + e. Gor linjér regression
pa Z med data

D ai=60 Y z=4732 > 27=140 > xz=11.045 n=3

och de observerade skattningarna blir
7o iz — (o) (3 %)

WSl — () =0.79, loga=7z—-bx=-0.0031 = a=0.997.




Tentamensskrivning i Matematisk statistik for D3

Larare: Dan Mattsson, tfn 7725349

Hjalpmedel: Utdelad formelsamling med tabeller (dven BETA, Physics Handbook, skol-
tabeller, till exempel TEFYMA). Valfri rdknedosa utan kommunikationsméjlighet med
andra rdknedosor samt med tomdae minnen. Inga egna anteckningar eller larobok.

1. Vi har 15 observationer pa X med medelvirde T = 20.1340 och standardavvikelse
sx = 0.9550. Motsvarande 16 métningar pa Y ger 7 = 20.9318 och sy = 0.9921.

Testa hypotesen Hy: pux = py mot Hi: pux < py pa signifikansniva 5%. Vilken
sats motiverar att du kan gora detta test? (3p)

2. Dan &r intresserad av att lagga ett bud pa en ministereo pa en auktionsfirma (Svensk
teleauktion). Eftersom han har data fran tidigare auktioner bestdmmer han sig for
att gora regression pa saljpriserna for att fa en skattning pa vad som ar ett rimligt
bud. Ansétt modellen:

(Forséljningspris) = o + (- (utropspris) + (fel)

dir felen #r oberoende ~ N(0,0?). Skatta parametrarna o och 3 med nedstaende
data och bestdm forvantat forsaljningspris pa ministereon vars utropspris ar 1250.

Produkt Séljpris y; [tKr] Utropspris z; [tKr]
Sanyo Widescreen-TV 8.005 3.000
Sanyo Video 2.512 1.125
Sanyo MT2, TV 2.050 1.000
Sony Walkman WM-FX571 0.800 0.375
Sony Bioljudanlaggning DP-150 3.000 1.250
Sony MiniDisc Walkman 2.775 1.000
Sony DVD-spelare 4.500 1.875
Sony 29 tum TV 8.621 3.875
Sony Digital 8 Kamera 7.610 3.750
Sony Videobandspelare 2.500 1.250

Observationerna kan sammanfattas i

D w;=185 ) a7 =48125 > y; =42373

Dy =250.667 Y wiy; = 109.222.
(3p)

3. Foljande ar 5 observationer pa en exponentialfordelad stokastisk variabel X med
intensitet A\. Tag fram maximimetodens skattning av A och berdkna A\ for dessa
observationer. (3p)

3.8708 2.8297 1.1520 14.1356 2.5303

4. Man vet att 50% av alla datorchips som tillverkas ar defekta. Kontrollverksamhet
garanterar att endast 5% av de chips som séljs (legalt) &r defekta. Dessvérre stjéls
chips innan kontroll sker. Om 1% av alla datorchips pa marknaden &r stulna (och
dérfor okontrollerade) finn

Vind!



10.

(a) Sannolikheten att ett pa mafa valt chip ar defekt. (1p)
(b) Sannolikheten att ett defekt chip &ven ar stulet. (2p)

Dan behover hjalp med att tvétta tavlorna pa rasten och plockar dérfér ut tre
personer, Kajsa, Ola och Sharon, pa forsta raden fore lektionen. Dock hann inte
Dan sa langt som han tankt sa bara tva personer behévdes nar rasten kom, och Dan
valde ut den person som slapp hjélpa till genom att i smyg kasta en tresidig tarning.
Innan resultatet blev kant, tdnkte Kajsa ut en briljant plan och fragade Dan om
namnet pa en av de andra utvalda personerna. Nagon av Ola och Sharon maste ju
stanna, och deras namn har lika stor chans att namnas. Om Ola ndmns sa har Kajsa
och Sharon bada sannolikhet 1/2 att fa ledigt. Pa samma sétt om Sharons namn
namns har Kajsa sannolikhet 1/2 att slippa taveljobbet. Sa, bara genom att fraga
okade Kajsa sin sannolikhet att fa ledigt fran 1/3 till 1/2. Ar det inte en briljant
plan?

Baserat pa foljande 10 observationer, ta fram ett symmetriskt 95% konfidensinter-
vall for vantevirdet p och ett 90% uppat begransat konfidensintervall for standard-
avvikelsen o.
(3p)

8.89 9.02 891 9.49 8.87 9.39 7.00 8.18 8.04 6.60

Pa en fraga om de har rostat i ar svarade 834 personer av 1006 att de hade gjort
det. Lat p vara den sanna andelen som rostat och testa hypotesen Hy: p = 0.80
mot Hi: p # 0.80 pa signifikansniva 5%. Bestdm p-virdet. Kan vi forkasta pa
1%7 (3p)

Pepparkakor har vikter X ~ N(u,0?) dér = 5 och o = 0.9 [gram]. Man vill att ett
paket med n pepparkakor skall vaga atminstone 300 gram. Bestam det minsta n sa
att

P (paketets vikt > 300)

ar atminstone 0.90. (3p)

I en vattenledning sker lackor enligt en Poissonprocess med i genomsnitt 10 lackor
under 45 ar. Vad &r sannolikheten att det under 10 ar, finns atminstone 7 ar utan
lackor? (3p)

En rokare har tva tandsticksaskar med fran borjan n stycken tandstickor i varje ask.
Den ena asken forvarar han i vénster ficka och den andra i héger. Varje gang han
vill ha en téndsticka véaljer han en ask pa mafa. Vad dr fordelningen for antalet
tandstickor i andra asken nar han precis tagit den sista tandstickan ur den ask han
valde? (3p)



1. Vi skattar ux — gy med X —Y. Om X; och Y; har samma varians si &r enligt
centrala gransvardessatsen

(Y - ?) - (/‘X - :uY) approx

S /l + 1
Vi skattar o med S dar

(n—1)S% + (m—1)S2
n+m—2

T =

tn+m—o-fordelad

S? = = $2=09494 = s=0.9744.

Vi forkastar Hy for sma véarden pa T och vi bestdmmer en undre gréans t, sa att
P (T < tq) = 0.05, och ur tog-tabeller far vi att ¢, = —1.6991.

Dvs vi forkastar Hy om vi observerar T' < —1.6991. Héar ar t = —2.28 och vi forkastar
Hy pa nivan 5%.

2. Med formelsamlingens beteckningar far vi
T=18500 Sy =» aj—nT =139 7=4.2373

och
Sey = Y wiy; — nT - = 30.8323

vilket ger skattningarna

~ S N -~
f=="4=22182 a=7y-—pT=0.1337,

Z

)

vilket resulterar i skattningen E [Ei + B . 1.250] = 2.906 [tKr].

3. For exponentialfordelningen ér fx (z) = Ae™*, z > 0, vilket ger trolighetsfunktionen

n

L(\) = fo(xi) — HAe*’\“ EEVICSY Sy
i=1

=1

d n
Logaritmering och derivering ger i maximeringspunkten 0 = alog L(\) = g—z Zi,
i=1

2
n/>" X; = 1/X. Vi beriknar X = 1/4.9037 = 0.20309.

d? ~
och eftersom Wlog L(\) = —)\E < 0 &r trolighetsfunktionen maximal for A =

4. Lat A = {chip stulet} och B = {chip defekt}. Da ar P (B|A) = 0.50, P (B|A¢) =
0.05 och P (A) = 0.01.

(a) P(B) =P (B|A)P(A) + P (B|A°) P (A¢) = 0.0545.

BJA)P(A)

o) P(am) = ) —0on



5. Nej, det ar ingen briljant plan. Om till exempel Olas namn nédmns, har inte Sharon
och Kajsa samma sannolikhet att fa ledigt. Betrakta foljande tabell:

Sannolikhet Ola Kajsa Sharon Dan siger:

1/3 0 ”Sharon”
1/6 0 ”Sharon”
1/6 0 7Ola”
1/3 0 ”Ola”

dér kryssen visar resultatet av tdrningskastet. Sa

1/6 1

P (Kajsa ledig|’Ola”) = ———— = —.

(Kajsa ledig|”Ola”) 1/6+1/3 3
och 1
P (Kajsa ledig) = 3

som alla insett.

6. Vi beriiknar T = 8.439 och s = 0.9596. Enligt centrala grinsvirdessatsen ir (X —
)1/ S ~ to-fordelad, och (n — 1)52?/a? ~ x3. Salunda giller

- g2
p(1X=H < 29622) = 0.95 p (=D S 1682) = 0.00.
S/\/n o2
Vi far de observerade intervallen
_ 0?2 < (n—1)s%/4.1682
po= TE226225/\/n o2 < ;.072 = (90%)

7. Vi skattar p med p = 834/1006 = 0.829. Enligt CGS och Slutsky &r under Hy : p =

po = 0.80
p P —po
po(1 —po)/n

Det vill séga vi forkastar Hy om |p — po| > 1.964/po(1 — po)/n = 0.0207. Vi ob-
serverar p — po = 0.0290 sa vi forkastar Hy. Slutligen ar

> 1.96

H0> = 0.95.

~

p-virdet = 2 (1 ~ <&>> = 2(1 — $(2.3016)) ~ 2.14%,
po(l —po)/n

sa vi kan inte forkasta Hy pa 1%.
8. Lat S = X; + -+ + X,, vara paketets vikt. D& dr S ~ N(nu,no?) och relationen

P (S >300) =1—®((300 — nu)/(v/no)) = 0.90 ger att (300 — nu)/(/no) = z4 =
—1.2816. Da kan vi skriva

2
ny 200 g 30 g \/ﬁ_—Z“—"i\/<Z°“—U) + 20756
1 m 2p 2p I

Da ar n = 61.8, det vill sdga man skall ta 62 kakor eller fler.



9.

10.

Enligt uppgift &r antalet lackor ~ Po(AT") dar A = 10/45. Under ett ar ar antalet
lickor X ~ Po(\-1) och p = P(X =0) = e ~ 0.8007 &r sannolikheten att
det under ett ar inte sker nagra lackor. Under 10 ar &ar antalet ar utan lackor
Y ~ Bin(10,p) och P (Y > 7) ~ 1 —0.12 = 88%.

Lat oss sdga att téndstickorna i vanster ask tar slut forst, och beteckna med X
antalet tdndstickor tagna ur hoger ask. Da motsvarar handelsen X = 0 att vi enbart
plockat téndstickor ur vénster ask, och P (X = 0) = (0.5)". Héndelsen X = 1 blir
att vi plockat n stycken tandstickor ur véinster ask och 1 téndsticka ur hoger ask,
totalt n + 1 tdndstickor dar den sista kom fran den vanstra. Téandstickan fran den
hogra kan da véljas som 1:a, 2:a,...,n:te tindsticka, dvs pa (Tll) sitt, och

P(X=1)= <§L> (0.5)"*.

Generellt, X = k blir att vi plockat n + k tdndstickor, dar de k stycken fran hoger
ask kan véljas bland de n + k — 1 forsta tdndstickorna, dvs

k—1
P(X =k)= <”+k )(0.5)"+k, k=0,1,...,n— 1.

Eftersom problemet ar symmetriskt i hoger och vanster ask sa ar

2n — k]{;_ 1) (0.5)2 =1

P (k stickor kvar i andra asken) =2-P (X =n—k) = (
n J—

for k=1,2,...,n.



Tentamensskrivning i Matematisk statistik for D3

Larare: Dan Mattsson, tfn 7725349

Hjalpmedel: Utdelad formelsamling med tabeller (dven BETA, Physics Handbook, skol-
tabeller, till exempel TEFYMA). Valfri rdknedosa utan kommunikationsméjlighet med
andra rdknedosor samt med tomdae minnen. Inga egna anteckningar eller larobok.

1. Konstruera tva rektanglar pa foljande satt: Lat Uy, Uy och Us vara oberoende lik-
formigt fordelade pa intervallet [0,a] for nagon konstant a. Den forsta rektangeln
A har sidlangder U; och Us, medan rektangeln B ar en kvadrat med sidlangd Us.
Bestdm de forvintade areorna av rektanglarna A och B. Kommentarer?

2. Jag erbjuder dig att delta i foljande spel. Vi singlar tva tior och en enkrona. Om tva
eller fler mynt visar krona (kungens profil) sa vinner jag, i annat fall du. Segraren
far de mynt som blev krona. Vad blir vara forvintade vinster? Ar spelet rattvist?

(3p)

3. Foljande ar 20 observationer pa passningstiden i timmar for en mobiltelefon med
specialbatteri. Passningstiden kan antas vara X ~ exp(A).

167 201 169 59 303 35 130 55 1 173
53 73 65 829 72 10 83 42 979 39

Satt upp ett 95% symmetriskt konfidensintervall for A. Ar pastaendet att ett batteri
i genomsnitt récker i 300 timmar, rimligt? (3p)

4. Vid oljeborrning i Kuwait sipprar naturgas ut ur oljekédllorna. For varje fat raolja far
man en viss mingd naturgas [m?®], X ~ N(u,0?). For tjugo mitningar av utslippt
gasméngd per fat olja, fick man foljande resultat:

20 20
D i =11790 ) a7 = 7503700.
i=1 i=1

Tag fram ett 95% konfidensintervall for i, den forvintade méngden utslappt naturgas

per fat upptappad raolja. (3p)
5. Antalet forolyckade i trafiken under perioden 1970-1996 ser ut enligt foljande (kélla

SCB):

Ar  Antal déda

1970 1307

1980 848

1985 808

1990 772

1993 632

1994 589

1995 572

1996 537

Ansitt modellen:
(antalet dodsolyckor) = o + (3 - ar + fel,

diir felen oberoende och ~ N(0,0?%). Skatta a och 3 och dirur antalet dédsolyckor
under 1999. Vid vilket ar &r nollvisionen (inga dédsolyckor) uppnadd enligt mod-
ellen? (3p)

Viand!



10.

Atta reservkraftsaggregat skall leverera strém, men nir man mitte utspinningen
erholl man foljande resultat:

31 41 34 3.7 33 32 40 40 [kV]

Antag att spanningarna kan ses som utfall av oberoende stokastiska variabler ~
N(u,0?%). Voltmetern som anviindes har dock miitfel som kan ses som utfall av
N(0, 0%)-férdelade stokastiska variabler, o = 0.1. Observera att vi har tva killor
till variation; batteriernas individuella variation och spédnningsmatarens matfel. Tag
fram ett 95% konfidensintervall for o, standardavvikelsen for ett kraftaggregats ut-
spanning. (3p)

Vid en studie av lasbarheten for ingenjorers rapporter anviande man sig av ett matt,
kallat ”index of confusion”, utformat sa att laga virden aterspeglar god lasbarhet.
Man jamforde sedan 13 stycken publicerade rapporter med 12 stycken refuserade (ej
publicerade) och fick féljande resultat:

Publicerade, X Ej publicerade, Y
1.79 1.87 1.62 1.96 2.39 2.56 236 2.49
1.75 1.74 2.06 2.62 2.51 229 233
1.69 1.67 1.94 2.58 241 286 1.94
1.33 1.70 1.65
T = 1.7515, s, = 0.1844 Y = 2.4450, s, = 0.2224

Antag att X och Y har samma varians o2 och testa hypotesen Hy: E[X] = E[Y]
mot hypotesen Hi: E[X] < E[Y] pa niva 5%. Vad &r p-virdet? Om det inte finns i
tabellerna, svara med ”p-vardet < ...”. (3p)

Bromsklossar tillverkas for att halla atminstone 12000 mil. Lat X vara livslangden
for en godtycklig bromskloss. Da har X frekvensfunktionen

fx(x)=1/0)ze™? 2>0, 0>0.

Bestdm maximiskattningen av ¢ och rikna ut den baserat pa foljande tio observa-
tioner ([Mm]): (3p)

166 355 140 564 424
1190 55.9 297 461 654

Vid évergangen till ar 2002 blev larmcentralen vid ett till Danmark nérliggande karn-
kraftverk knépp och registrerade endast det forsta larmet som kom in, och déarefter
enbart varannat larm; alltsd, larm tva registreras ej. Antag att antalet larm &r
poissonfordelat med intensitet 2 larm/dag. Lat X vara antalet larm som registreras
under arets forsta tva dagar, och bestdm sannolikheterna P (X = k) for k =0, 1, 2, 3.
Ar X poissonfordelad? (3p)

Tva personer, A och B, star och skjuter prick pa en maltavla. Bada har samma
sannolikhet att traffa tavlan och de traffar oberoende av varandra. Om de skjuter
varannat skott och slutar skjuta nar de tillsammans traffat tavlan tva ganger, vad
ar sannolikheten att det var samma person som skét de bada skotten? (3p)



. En likformigt [0,a] fordelad stokastisk variabel U har véantevérde a/2 och varians
a?/12. Alltsa

2
E [area A] = E [U1Us] = ober. = E[U1| E [Us] = aZ’

medan
9 a2  a?  a?
E [area B] = E [U3] = Var (Us) + E [Us]* = 5T =3
Kvadraten har i forvantan storre area.

. Foljande tabell anger alla méjliga utfall, déar T" =en tia visar krona, ¢ =en tia visar
klave, K =enkronan visar krona och k =enkronan visar klave.

Utfall Slh. Vinnare Utdelning

ttk  1/3  du 0
ttK  1/8 du 1
Tk 2/8  du 10
ITK 2/8  jag 11
TTk 1/8  jag 20

TTK 1/8  jag 21

Min forvéntade vinst ar alltsa (214204 2-11)/8 = 5.38, medan din &r (2-104+ 1+
0)/8 = 2.63. Vilket man inte kan kalla rattvist.

CLat S=X1+ -+ X,. Dadr S ~T'(n,A) och AS ~ T'(n,1). Ur I'(20, 1)-tabell far
viatt P (12.217 < A\S <29.671) = 0.95, och med 95% sannolikhet kommer
12.217 29.671

<A<
s - - 857

dvs  0.00345 < A < 0.00839.

Ett viarde pa A = 1/300 &r osannolikt, och vi skulle férkasta en sadan hypotes till
forman for A # 1/300 pa signifikansniva 5%.

. Vi far direkt att T = 11790/20 = 589.5 och s = (7503700 — 11790%/20)/19 = 29131.
Eftersom (X — p)/(S/y/n) ~ tig kan vi ur tabeller bestimma ,/, = 2.0930 sa att

X —p — 1 — 1
~taj2 S grom Sty eller X—tapSom < p s XdtepS s,

med 95% sannolikhet. Med insatta varden far vi det observerade konfidensintervallet

509.6 < 11 < 669.4.

. Ur data far vi att

1988  Spz = 574.875
758.1 Sy = —15438

< g
I

varur vi beraknar
B = Suy/Ser = —26.8543 & =7 — BT = 54141,

Under 1999 kan vi enligt modellen forvinta oss o'+ B 1999 = 459 olyckor med dodlig

utgang, och ekvationssystemet 0 = a + [Sx ger oss att ar x = 2016 forvantas vi ha 0
stycken sadana olyckor.



6. Eftersom mitningarna gjordes med mitfel ~ N(0, 02) dr vara mitdata observationer
~ N(u, o), dir o' = o2 +0.12, och det ar o’? vi skattar med s?> = 0.16. Nu &r
752 /0" ~ X% si ur tabeller kan vi bestimma ¢ = 1.6899 och g2 =16.0128 si att vi
far ett 95% konfidensintervall for ¢’? som

7 75
007_.ii<< <2 2066, (95%)
q2 q1

det vill sdga motsvarande for o blir

2 2
Qm:q/EL—OJQSUS,/El—012=08L (95%).
q2 q1
2

7. Forst tar vi fram den bésta skattningen av den gemensamma variansen ¢° som

—-1)5% —1)5%
g2 = (nx )i+mg LN 5% =0.0414,
nx —ny —

och enligt centrala gransvérdessatsen dr med pxy = E[X] och puy = E[Y]

_ (7 — ?) — (NX — ,UY) approx

S/ 1/TLX + l/ny
Vi kan saledes under Hy bestamma t,, sa att P (T <t,) = 0.05, det vill sdga t, =
—1.7139. Vi forkastar Hy till forman for H; om vi observerar att 1T < —1.7139.

tnx +ny —2-fOrdelad.

Eftersom vi observerar t = —8.51 sa forkastar vi Hy pa nivan 5%. (p-vardet=
7.2-107%)

8. Lat Xy,..., X, vara vart stickprov med observationer x1,...,x,. Da ar trolighets-
funktionen

0 =TT et = (H) St
=1

Logaritmering ger

n 1 n
log L(0) = —2nlog 6 + Zlogzi ~3 Z:cl
i=1

Deriveras detta uttryck med avseende pa 6 och derivatan sétts till noll fas foljande
uttryck efter multiplikation med 62 /n.

20+ T =0,

det vill sdga var skattning ar b = X /2, och med insatta viirden 9 = 215. De som
kénner igen en ['-fordelning inser att skattningen ar véantevardesriktig.

9. Lat Y vara antalet larm som kommer in under de tva forsta dagarna, ¥ = Po(4).
Da é&r

P(X=0) = P(Y =0)=0.018

P(X=1) = P(Y =1)+P(Y =2)=0.0733 + 0.1465 = 0.2198
P(X=2) = P(Y =3)+P(Y =4)=0.3907

P(X=3) = P(Y =5)+P(Y =6)=0.2605

X &r inte poissonfordelad eftersom tiden mellan larm &r summan av tva exponen-
tialfordelade stokastiska variabler, det vill sdga, mellanankomsttiden &ar I'-fordelad.



10. Lat p vara sannolikheten att nagon traffar tavlan. Efter att forsta skottet traffat
tavlan dr héndelsen att samma person traffar tavlan igen, héndelsen for ett udda
antal missar foljt av en traff, dvs sannolikheten blir:

> N = _ (Q=pp  _1-p
kzop(l -p =0 p)pkzo((l P =g R T,

Observera att p = 1 ger sannolikheten 0 (dvs bada lyckas vid forsta forsoket) och
p — 0 gor att sannolikheten — 1/2.



