Tentamensskrivning i Matematisk statistik for D3, TMA290

Onsdagen 13 mars 2002 kI 08.45 — 12.45 i sal V

Larare: Dan Mattsson, tfn 7725349

Jour: Kristina Warmefjord, tfn 772 4996

Hjilpmedel: Utdelad formelsamling med tabeller (4ven BETA, Physics Handbook, skol-
tabeller, till exempel TEFYMA). Valfri rdknedosa utan kommunikationsméjlighet med
andra raknedosor samt med tomdae minnen. Inga egna anteckningar eller larobok.
Betygsgranser: Maxpoang 30, for betyg 3, 4 och 5 erfordras 12, 18 respektive 24 poang.

1. Funktioner av stokastiska variabler &r i sin tur nya stokastiska variabler. Lat X
vara en stokastisk variabel med striangt vixande fordelningsfunktion Fx. Satt Y =
Fx(X). Vad har Y {or fordelning? (3p)

2. Harled konfidensintervall med konfidensgraden 1 — « for vantevardet i normalfordel-
ningen N(p, 02), i fallet da o2 Ar okéind. (3p)

3. Vid séndning av datapaket med ett visst protokoll upptécks det, och korrigeras for,
paket med farre én tre felaktiga bitar. Vid ett tillfdlle vill Arne skicka 5 paket over
natverket. Hur stor sannolikhet ar det att alla paketen kommer fram korrekta om
varje paket ar 1024 bitar? Man far anta att varje bit sinds oberoende av de Ovriga
och att sannolikheten for fel pa en bit &r p = 0.0005. (3p)

4. Vi har tre skrivare och varje utskrift dirigeras till skrivare ett, tva eller tre med
sannolikhet 0.6, 0.3 och 0.1, respektive, oberoende av varandra. Sannolikheten for
papperstrassel ar for varje utskrift 0.01, 0.05 och 0.04 for de olika skrivarna.

Om en utskrift far papperstrassel vad ar sannolikheten for att det var den forsta
skrivaren som strulade? (3p)

5. Av 193 oberoende intervjuer stéllde sig 75 positiva till ett forslag om rokforbud
pa krogen. Stall upp ett 95% konfidensintervall for den sanna andelen positiva i
populationen. (3p)

6. Tva tillverkningsprocesser kan anvandas for att harda kopparror, den enda visentliga
skillnaden ar den nédvandiga temperaturen vid processen. For att jdmfora metod-
erna delas 8 stycken kopparror med olika diametrar i tva bitar, dir en slumpmaéssigt
vald bit av ett ror graddas i hogre temperatur, den andra i ldgre. For dessa 8 par
av rorbitar méatte man sedan upp draghallfastheten:

Par Lag temp. Hog temp.

1 16.5 16.8
2 17.6 17.7
3 16.9 17.1
4 15.8 15.9
) 18.4 18.6
6 17.5 18.0
7 17.6 17.7
8 16.1 16.0

Anvéand dessa observationer for att testa hypotesen att hogtemperatursmetoden ger
hogre draghallfasthet. (3p)

Vind!



7. For att avgora hur bilar anldnder till en parkeringsplats studeras antalet ankom-

10.

mande bilar i 100 stycken femminuters intervall. Foéljande tabell erholls

Antalbilar [0 1 2 3 4 >5
Frekvens, 0; |7 30 30 18 10 5

och medelvardet pa antalet anlandande bilar i ett femminuters intervall var 2.12.
Finns det beldgg for en hypotes om att bilarna anldnder som en Poissonprocess?

(3p)

Lat X; vara antalet motorcyklar med en person pa, som passerar en punkt pa mo-
torvagen under en tidsperiod t. Antag att dessa motorcyklar kommer enligt en Pois-
sonprocess med intensitet A\; = 0.85 MC/minut. Motorcyklar med tva personer pa,
passerar samma punkt enligt en Poissonprocess med intensitet Ay = 0.20 MC/minut
oberoende av den forsta processen. Bestdm sannolikheten att det under 2 minuter
passerar exakt tre motorcykelburna personer.

Givet att det passerar exakt n motorcyklar bestam fordelningen for antalet av dessa
som hade en person pa sig. Dvs, stéll upp ett uttryck for P (X; = k| X1 + X2 = n)
for de mojliga vardena pa k. (3p)

Paretofordelningen anvéands for att modellera bland annat sprickbildning, dér san-
nolikhetstdtheterna har langsamt avtagande svansar, dvs stora virden har ganska
stora sannolikheter. Tathetsfunktionen ges av

fx(@)=0L27% z2>¢ 0>1.

Antag att ¢ > 0 ar given och bestim momentmetodens skattning av 6 for stickprovet
X1,...,X,,. Berdkna sedan skattningens varde for observationerna

2.5821 2.5760 3.6077 2.8172 2.7236 4.6739,
om ¢ = 2. (3p)

En modell for att modellera aktiekurser ar att om aktiekursen vid tiden ¢ &r den
stokastiska variabeln Xy, si antas log X; ~ N(u + ¢ - t,0°t). Kursen for en ELUX
A-aktie idag Xy = 190 &r kdnd. Antag att ¢ = 0.01 och o = 0.1 (dessa beror
naturligtvis pa aktien och &r svara att skatta) och berdkna véntevérdet f6r kursen
om ett ar, dvs E [X7]. (3p)



. Om Fy ir en strikt vixande funktion sa existerar dess invers Fy' (ocksa strikt
vixande), sa att Fy'(Fx(z)) = =. Da far vi

Fy(t) =P (Y <t) =P (Fx(X) <) =P (X < F'(t)) = Fx(Fx'() =t,

dvs fy(t) =1da 0 <t <1.Y har likformig férdelning pa intervallet [0, 1].

. Om Xq,..., X, ar ett stickprov pa en normalférdelad stokastisk variabel med vénte-
viirde p och varians o2, si ir X normalférdelad med viinteviirde u och varians o2 /n.
Alltsa o

X —p
T=——~tp_1.

Vi kan ur t,—1 tabeller bestdmma ¢/, sa att
P(%Mngghm):l—@

Sa med sannolikhet 1 — o far vi att

eller

. Lat X vara antalet felaktiga bitar i ett paket, X ~ Bin(n,p). Da ar sannolikheten
att ett paket kommer fram korrekt

2

1024

q=P0X<3%=z:<k »ﬁﬂ—mwﬂk=09M7
k=0

Av m =5 6versinda paket, dr antalet korrekta paket, Y ~ Bin(m, q), och

P(Y =m)=q¢" = 0.926.

. Lat A, B och C beteckna héndelserna att skrivare A, B och C' handhar utskriften.
Lat J beteckna handelsen att vi far papperstrassel. Givet ar att P (4) = 0.6, P (B) =
0.3 och P(C) = 0.1, samt att trasselsannolikheterna ar P (J|A) = 0.01, P (J|B) =
0.05 och P (J|C) = 0.04.

Daéar P(J)=P(J|A)P(A)+P(J|B)P(B)+ P (J|C)P(C) =0.025 och P (A|J) =
PANJ)/P(J)=P(JJA)P(A)/P(J)=0.24.

Pa samma sétt kan man rékna ut att P (B|J) = 0.60 och P (C|J) = 0.16.

A

. Lat X ~ Bin(n,p). Vi skattar p med p = X/n som uppfyller E [p] = p och Var (p)
p(1 —p)/n. Centrala gransvardessatsen (och Slutsky) ger att

7= PP mwen) 1)
p




sé om vi bestdmmer z,/, sa att P <|Z] < Za/z) = 1 — «, galler med sannolikhet 1 — «

att

p(1 —p)
n

. . pl—p
p_za/Z Spgp"i'za/Z g

Observationer n = 193 och x = 75 ger punktskattningen p = x/n = 0.3886 av p.
Med 1 — a = 0.95 far vi z, /o = 1.96 sa ett observerat konfidensintervall {or p blir

0.3535 < p < 0.4237 (95%).

. Lat X; vara draghallfastheten hos ror i efter graddning i den ldgre temperaturen och
Y; motsvarande for den hogre. Vi ansétter modellen att skillnaden i draghallfasthet
mellan de olika graddningsforfarandena

V=Y X;
ir oberoende och E[V;] = p och Var (V;) = 2. Vi vill testa
Hy: 4 <0 mot Hy:pu>0
pa signifikansniva o = 0.05. Vi har féljande observerade skillnader
03 0.1 0.2 0.1 0.2 05 01 -0.1

med observerat medelvarde v = 0.175 och standardavvikelse s, = 0.1753. Med hjalp
av centrala gransvirdessatsen ar under Hy

— V approx
S/v/n

och vi forkastar Hy till forméan for Hy for stora varden pa T'. Ur t7-tabell bestdmmer
vi t, = 1.8946 sa att

T

t,—1-fordelat

P (T > tq|Hp) = 0.95.
Vi observerar utfallet pa T till ¢ = 2.8243 > t, och forkastar Hy pa niva a = 5%.
(p-varde 1.28%)

. Lat X vara antalet bilar under ett femminutesintervall. Vi skall testa
Hy: X ~Po(c) mot H;:inte Hy.

Med medelantalet bilar skattar vi ¢ i Poissonfordelningen under Hy, ¢ = X, med
observerat viarde ¢ = 2.12. Vi réknar ut skattade sannolikheter p; att ett intervall
innehaller 4 bilar.

R

pi=P(X=i)= .*,e_g
7!
och pa n = 100 observerade intervall forvanta oss e; = np; som skattas med E; = np;,
med observerade virden

Antal bilar | 0 1 2 3 4 >5
e;=mnp; |12 254 269 19 10.1 6.4
Frekvens, o; | 7 30 30 18 10 5




10.

Vi bildar sedan teststatistikan

6 5\2 6 o 2

O, — E.
Q= Z M Z — 3.63

i=1 E; i=1
som under Hy #r approximativt y3-fordelat. Forkasta for stora viirden pa Q. Ur
x3-tabell har vi att P (x7 > ¢a) = 0.10 for ¢, = 7.78. Vi kan inte férkasta Hy pa niva
a = 0.10. (p-vérde 0.46). Vi har saledes inte nagon statistisk sékerstélld skillnad
fran en Poissonfordelning.

Lat X; vara antalet motorcyklar med en person under de tva minuterna, X; ~
Po(e1), 1 = At = 1.70, och X3 ~ Po(cz), ca = 0.40, &r motsvarande for MC med
tva personer. Den stkta sannolikheten ar da, med utnyttjande av oberoendet,

3 0 1 1

P(X1=3 Xa=0)+P(X; =1, Xa=1) = gre " Ze ™ + The ™ 2o = 0.184.

Givet att n motorcyklar passerat soker vi P (X1 = k| X1 + Xy = n) fork=0,1,...,n
Definition av betingning och direkt utrikning ger

Ck —c Cnfk e
P(Xi=kXo=n—k) ¢ “mome

P(X;=k|X Xy = = =
(X =KXy + Xo =n) P (X1 + Xo =n) (4" o —(er1+e2)

- ()G )
N k c1+ ¢ 1+ c2 ’
det vill sdga binomialfordelat med p = ¢1/(c1 + ¢2) = A1/ (A1 + Ag).

Vi far momentskattningen genom att 16sa ekvationen E [X] = Z. Integrering ger

E[X]:/ sc-fx(a:)dx:/ Gcex_edl‘:eflc,

varur vi far 0 = /(T — ¢) eller § = X /(X — ¢) = 2.72.

Med Y; = log X; vill vi bestdmma E[X;] = E[ } dar Y; ar normalfordelad ~

N(u + ¢ - t,0%) = N(uy,0?). Vi séker alltsd den momentgenererande funktionen
my, (s) i punkten s = 1. Antingen kommer man ihdg att my, (s) = ety sT0*s*/2 och

E [X¢] = my, (1) = et oo™/,

Alternativt bestdmmer man den momentgenererande funktionen for en stokastisk
variabel Z ~ N(0, 1)

o0 1 2 $2 o0 1 2 2
_ sZ| _ sz —2°/2 /2 —(2%—2s2+s%)/2
mz(s) = E [e } B \/7006 271'e dz /oo \/ﬁne *

© 1
= 652/2 [m 27Te—(2—8)2/2 dZ — 682/2’

=1

eftersom integranden ar tatheten for en N(s, 1) fordelad stokastisk variabel. Nu ar

my, (8) =E |:631/t:| —E |:€S(;U«Y+O’Z):| _ eSMYmZ(SO') _ eS“Ye(SU)2/2 _ eS(M+Ct)+0252/2.

Salunda med s = 1 far vi
2 2 2
E [Xt] ehtctto t/2 ot . pltto t/2 X - ectto 15/27

och E[X;] = 192.87.



