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MVEO041: Flervariabelmatematik

Uppgift 1. (a) Man bérjar med att undersdka funktionsuttrycket pa vigen mot origo lidngs rita
linjery = kx, k € R:

6y’ —2y° +3x° / b / _ 6k%x® — 2K°x° + 3x?
x% + 212 x% + 2k?x?
2k3x 2k% -0
Tl T 1ok

=3 dax —o0.

D& har man hittat en kandidat for gransvardet. Nu ska man uppskatta

2

6y2—2y3+3x2 3‘_ —2y3 = |yl 2y <yl
x? + 2y? x4 212 - x?+2y% I
—_————
<1

Absolutbeloppet |y| dr kontinuerligt och gar mot 0 da (x,y) — (0, 0). Enligt instdngningsregeln
existerar det givna gransvardet och dr lika med 3.

Anmdrkning: Det racker att undersoka funktionsuttrycket langs den végrita linjen y = 0 (eller den
lodrita linjen x = 0) for att fa fram kandidaten.

(b) Man borjar med att undersdka funktionsuttrycket pd vdgen mot punkt (1,0) lings rita
linjery = k(x — 1),k e R:

yx —y k(x? —x) —k(x - 1)
= =k -1 =
x2-2x+y*+1 /y Gx )/ X2 —2x+14+Kk*(x?—2x+1)
3 k(x? —2x +1) _k . k dix — 1

A+k)(x2—2x+1) 1+k2 ~1+Kk?

Det innebdr att olika linjer leder till olika griansvirden och sa existerar det givna gransvardet inte.

Anmdrkning: Det racker att undersoka funktionsuttrycket langs den végrita linjen y = 0 (eller den
lodrita linjen x = 1) och sedan lings en sned linje, exempelvis y = x — 1, for att se att gransvirdet
inte existerar.

Uppgift 2. Gradiententill f 4r V f(x, y) = (262 73Y — 2+ 5y, —3e** 7Y + 3 + 5x). Andra ordningens
partiella derivator blir

az_f — 462x—3y aZf _ aZf - _

= 62_f 9e2x73Y
0x? ’ Jyox  Oxdy ’

6e™ Y + 5, =
0y?

Hessmatrisen i origo dr da

4¢°  —6e’+5 4 -1
HFOO0={_go15 g ):(—1 9)'

Eftersom det Hf(0,0) = 4-9—(—1)(—1) = 35 &r positiv och férsta elementet i Hessmatrisen (d.v.s.
4) dr positivt, sa dr H f(0, 0) positivt definit. Darfor 4r origo ett lokalt minimum.



Uppgift 3. Ellipsoiden &r beskriven som en nivayta f(x,y,z) = 1,ddr f(x,y,z) = x*/2 + y*/3 +
z* /4. Tangentplanets normalvektor ges alltsd av V f(x, y, z) = (x, 2y/3, z/2). Man ska bestimma
de tangentplan som &r parallella med x — y + z = 0, vilket innebir att normalvektor ska vara
parallell med vektorn (1, —1, 1). Med andra ord ska det finnas négot tal k € R saddant att

x 1 x:k
2y/3|=k|-1| = Jy=-3k/2
2/2 1 z =2k

Tangeringspunkten ligger pa ellipsoiden, sé x, y och z som precis bestdmts méste uppfylla ellip-
soidens ekvation:
x? y? 22 k* 9k*/4  4k*  2k* +3k% + 4k 9k?
l=—+=+—=—+ = -
2 3 4 2 3 4 4 4
k=+

Wl N

4
e KF=- o
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Det finns alltsd tva tangentplan som efterfragas.

k = 2/3: Tangeringspunkten ar (x,y,z) = (k,—3k/2,2k) = (2/3,—1,4/3) och da ar planets ek-
vation x — y + z = c dér talet ¢ bestims genom att sdtta in tangeringspunktens koordinater,
c=2/3—(-1)+4/3 = 3.

k = —2/3: Tangeringspunkten ar (x,y,z) = (k,—3k/2,2k) = (-2/3,1,—4/3) och d& dr planets
ekvation x — y + z = d dér talet d bestims genom att sitta in tangeringspunktens koordinater,
d=-2/3-1-4/3=-3.

Svar: De sokta tangentplanendrx —y +z =3 ochx —y + z = 3.

Uppgift 4. Funktionen f dr kontinuerlig och den &r definierad pa en sammanhéngande kompakt
mangd, vilket gor att virdemdngden 4r ett slutet intervall fran f:s minimivérde till f:s maximi-
virde.

Forst underscker man det inre av definitionsméngden. Vf = (2x + 2y, 2x + 2y). Saledes ar
Vf = (0,0) om och endast om y = —x. Kandidater for extremvirden fas d& genom att berdkna
flx,—x) = x* = 2xx + (—x)* = 0.

Nu undersoker man randen av definitionsmangden m.h.a. Lagrange multiplikatorer. Bivillko-
ret 4r g(x,y) = 0, ddr g(x,y) = x* + y* — 1. Observera att Vg = (0,0) i en enda punkt, origo,
som inte uppfyller bivillkoret. Enligt satsen om Lagrange multiplikatorer finns det A € R sddan
att Vf(x,y) = AVg(x, y) och g(x, y) = 0. Detta ger f6ljande ekvationssystem:

2x + 2y = A4x° 2x + 2y = M4x> 2x + 2y = A4x°
2x + 2y = My? = 0=2Mx" -y = 0=2 eller x*=14¢
x4+y4=1 x4+y4:1 x4+y4=1

Fall 1: A = 0. D4 ger forsta ekvationen att x = —y och tredje ekvationen leder till att y* = 1/2. D4
far man tva kandidater, nimligen (x, y) = (2714, —271%) och (x, y) = (=274, 271/%). Funktions-
virdena dr f(271/4, —271%) = f(—271/4,271/%) = o,

Fall 2: x* = y*, vilket 4r ekvivalent med x = y. Tredje ekvationen leder till att y* = 1/2. D4 f4r man
tva kandidater, namligen (x,y) = (27%/4,271/4) och (x,y) = (—27'/4, —27'/%). Funktionsvirdena
dr f(27V4, 278 = f(—2714, —271%) = 2. 212 = 3,

Svar: Virdemingden av den givna funktionen 4r alltsa intervallet [0, V8].

Anmirkning: Man kan notera att f(x,y) = (x + y)? och péa sa sitt direkt inse att 0 4r funktionens
minimivirde.



Uppgift 5. Man ska berikna partiella derivator av u m.h.a. kedjeregeln:

0 2

8_:; = €% (cos(x? — y*)2xD: f + sin(y* — x*)2xD, f),
ou 2

i e (=cos(x® = y*)2yDs f —sin(y” - x*)2yD; f),
0 2

a—z =2ze* f.

Nér dessa sitts in i PDE:n, s far man
VL = ye* (cos(x® — y*)2xDy f + sin(y* — x*)2xD; f)
+ xe* (= cos(x* — y*)2yD; f — sin(y® — x*)2yD, f) + Zzezzf = Zzezzf

HL =2zu = Zzezzf.

Uppenbarligen dr VL = HL (oavsett f).

Uppgift 6. P.g.a. cirkuldr symmetri infér man poldra koordinater, x = r cos 8 och y = rsin 0, dér
r > 0och 6 € [—x, n] skulle ge hela planet. Integrationsomradet 6versitts till poldra koordinater:

4<x*+14° <16 © 4<r’cos’O+risinff<16 o 4<r’<16 & 2<r<4,
x>0 & rcosf>20 o 0Oel|-n/2,71/2]

y<x & rsinf<rcosf & sinf<cosd & 0e€l[-31/4,1/4].
Nu ska integranden oversittas till poldra koordinater:

x rcos 0 rcosf cos@

x2+y?  r?cos’0 +r?sin’6 r2 r

Funktionaldeterminanten for poldra koordinater &dr r och s& dr dA = r dr do.
Efter variabelbytet kan man berikna integralen genom itererad integration.

/4 4 /4 /4
[t [ o [ -
pX°t+y —rj2\J2 T —r/2 -m/2

Uppgift 7. P.g.a. sfarisk symmetri infér man rymdpoldra (sfiriska) koordinater, x = r sin ¢ cos 6,
y = rsingsin@ ochz = rcose,ddrr > 0, ¢ € [0,7] och 0 € [—x, ] skulle ge hela rummet.
Integrationsomradet dversitts till poldra koordinater:

1<x*+y*+22<4 o 1<r*<4 o rel12],
x>0 & rsingcosf>0 & cosf>0 & 0Oel-n/2,1/2],
y>0 & rsingsinf>0 & sinf>0 & 0e€lo,rx],
220 & rcosp>0 & cosp=0 & ¢@el0,1/2],

z>2x2+y* © rcosg > rsingVcos? 0 + sin® 0

&S cosp>sing & @el0,/4].

Sammanfattningsvis dar r € [1,2], 0 € [0, /2] och ¢ € [0, 7 /4].



Nu ska integranden Gversittas till rymdpoléra koordinater:

Xy r’sinfpcosfsinfd ,
——— = > = sin” ¢ cos Osin 6.
x2+y’+z r

Funktionaldeterminanten fér rymdpoléra koordinater ar r? sin ¢ och sd 4r dV = r? sin ¢ dr d0 do.
Efter variabelbytet kan man berédkna integralen genom itererad integration.

/4 /2 2
dv = in’ Osin - r’sinpdr|do|d
,/[/x2+y 1 2 /0 (‘/0 (/1 sin® @ cos@sinf - r°sing r) ) ¢
2 /2 /4
:/ rzdr/ sichos@dQ/ sin® p dg
1 0 0

3 2[51n20]7f/2[cos o — 3cos<p]ﬂ/4

-3

[S—

1 0 3 0
1 3
71 T‘T 7(4«/_—5)_56—35\/2
T3 2 3 V2 72

Uppgift 8. Hela rummet dr enkelt sammanhangande.

aa_x Fi(x,y,2) (Y% + yze¥?) — (e¥* + zyeY?) 0

curl F(x, y, z) = ai X | Fo(x,y, 2) | = | (cos(xz) — zx sin(xz)) — (cos(xz) — xz sin(xz)) | = |0
) \F(xy.2) 1-1 0
0z

De tillrdckliga villkoren dr uppfyllda och sa &r vektorfdltet F konservativt och man kan hitta dess
potentialfunktion ® genom att integrera komponenter av filtet och derivera de uppkomna funk-
tionerna flera ganger.

@ (x,y,2) = Fi(x,y,2) =y + zcos(xz) + 1

= d(x,y,2) = / Y + zcos(xz) + 1dx = xy + sin(xz) + x + a(y, 2);
Py (x,y,2) = x + ay(y,z) och @y (x,y,2) = Fy(x,y,2) = x + ze¥* — 2
a;(y, z)=ze¥* -2 = a(y,z)= /zeyz —2dy =e¥ — 2y + b(z)

D(x,y,z) = xy + sin(xz) + e¥* + x — 2y + b(2)

Ly v

(x,y,z) = x cos(xz) + ye¥* + b'(z)
och ®(x,y,z) = F3(x,y,z) = ye¥* + xcos(xz) +3 = b'(z)=3
= bz)=3z+c = P(x,y,z) =xy+sin(xz)+e”* +x -2y +3z+ec.

Virdet pa kurvintegralen bestdms m.h.a. potentialfunktionen:

/P e dr = ®(r,-1,1/2) — 9(0, 3, 2)
C

-1/2 3 . 6 9 1 6
:—7T+51n2+e +]T+2+E— 0+sin0+e +0—-6+6 :§+——e.

e

Uppgift 9. (a) Antag att D C R? dr det omrdde som innesluts av kurvan C. D4 féljer det av Greens

sats att
Fedr= ¢ foodx+gwdy = [] (222 _ af (x) dA= [[ 0dAa=o.
‘75: jé //D( o0x //



(b) Antag att Q betecknar kvadraten [0, 1] X [0, 1]. Enligt Greens sats dr

jf Hedr= j{ h(y)dx + h(x)dy = // ‘%(x) ‘%(y) dA = // H(x) - K(y)dA
- / ( / W) - h’(y)dy)dx— / [yh’(x) hw)_ dx

_ /0 W(x) = (h(1) = h(0)) dx = | () ~ x(h(1) - h(o))]x
= h(1) — h(0) — (h(1) — h(0)) = 0.

Uppgift 10. (a) Enligt divergenssatsen dr #OK Fe+NdS = f/ [ divEdV.

divF _%h @+%:1—2+3:2.
T ox Jdy 0z

A 4
# F-NdS:///2dez~volymenavK:2-—7r33:7271.
0K K 3

(b) Enligt divergenssatsen &r #BK(curl F)«NdS = ff [ div(curl F)dV.

Séledes

2\ (F(x,y,2z)\ [DyFs~-D.F,
curl F = | £ | x| Fy(x,y,z) | = | D.F, — DF;
2 F3(X, Yy, Z) Dsz - DyF1
D,Fs — D,F,
div(curl F) = div| D,F; — D,.F;
DyF, - D,F,
= (DnyS — D Fp) + (DzyFl - nyFS) + (Dy.F, — DyzFl) =0

darfor att ordningen av derivering kan kastas om eftersom faltet &r sldtt. Saledes

(curl F) « NdS = // div(curl F)dV = /// 0dV =0.
oK K K



