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MVEO041: Flervariabelmatematik

Uppgift 1. (a) Ndr man ndrmar sig till origo ldngs raka linjer y = kx, didr k € R, x — 0, sa fas
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Om grinsvardet existerar, s dr dess virde lika med 2. Lat oss da uppskatta
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vilket konvergerar mot 0 dé (x, y) — (0, 0). Saledes existerar det givna griansvardet.

(b) Nar man nirmar sig till origo ldngs raka linjer y = kx, ddr k € R, x — 0, sd f4r man
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Det innebdr att olika linjer leder till olika grinsvirden och sa existerar det givna griansvirdet inte.

Uppgift 2. (a) En normalvektor till nivadkurvan (séledes till tangentlinjen till nivikurvan) fas som
V£(1,4). Man borjar med att berdkna gradienten:
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Tangentlinjens ekvation dr alltsa 1x — 1y + C = 0, ddr vérdet pa C € R bestdms genom att sitta
in tangeringspunktens koordinater i linjens ekvation,d.v.s.1-1—-1-4+C = 0ger C = 3.

Svar: Den sokta tangentlinjen har ekvationen x — y + 3 = 0.

(b) De stationdra punkterna uppfyller vektorekvationen V f(x, y) = 0, s& man behover 16sa foljan-
de ekvationssystem:

3 12y — 0
16 +xy o {2-(16+xy):12y o { 12x = 6y
1 2% _ 1-(16 + xy) = 12x 16 + xy = 12x
16 + xy

x=2 och y=4,

2x = = 2x
Y =3 ) Y = eller
16 + x - (2x) = 12x x“—6x+8=0

x=4 och y=38.



Det finns alltsé tva stationidra punkter, ndmligen (2, 4) och (4, 8). For att avgora deras karaktir,
berdknas hessmatrisen och dess teckenkaraktar i dessa punkter.
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I punkten (2, 4) far man
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vilket innebdr att Hy(2, 4) dr en indefinit kvadratisk form och s dr punkten (2, 4) en sadelpunkt.

I punkten (4, 8) far man
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medan elementet i forsta raden och forsta kolumnen dr positivt, vilket innebar att H (4,8) dr en
positivt definit kvadratisk form och sa dr punkten (4, 8) en lokal minimipunkt.

Uppgift 3. Definitionsmingden 4r en sammanhingande kompakt mingd i R® och funktionen f
ar kontinuerligt, vilket innebdr att f antar sina extremvérden pd D och virdemangden ér (det
slutna) intervallet fran minimivdrdet till maximivirdet. Extremvirdena finnes m.h.a. Lagrange-
multiplikatorer.

Bivillkoret beskrivs av ekvationen g(x, y, z) = 0, dér g(x, y, z) = x* + y* + (z — 1)* — 27. Observera
att Vg = 0 endast i punkten (x,y,z) = (0,0, 1) som inte uppfyller bivillkoret och sa kan alla
extrempunkter av f bestimmas som stationdra punkter av Lagrangefunktionen L(x,y,z,A) =

f(x,y,2) + Ag(x, y, 2).
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Uppenbarligen kan A = 0 inte vara nigon 16sning till ekvationssystemet VL = 0 och s& gar det
bra att uttrycka x, y, och z i termer av A, ndmligen

-1 -1 h 1 1
x=—, =— och z-1=—,
2 YT 22
och sitta in dessa i ekvationen gﬁ 0 (alltsa i bivillkorets ekvation). P4 s& sitt far man att
(_1)2+(_1)2+(1)2—27 s 2 =27 & M= A TN /1—+1
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Det finns alltsa tva 16sningar till ekvationssystemet VL = 0:
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Virdeméangden &r séledes intervallet [-10, 8].

Uppgift 4. Enligt kedjeregeln ar
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Nir dessa sitts in i vdnsterledet av den givna PDE:n, sa fir man att

VL =yvz- (M—M) +xvVz - (—M+M)

2\ff Vaf =u=HL

Uppgift 5. Ndr man utgar fran cylindriska koordinater (x = Rcost,y = Rsint,z = h,ddr R > 0,
t € [-m, ], h € R) och eliminerar variablerna m.h.a. de givna ekvationerna, sa fas att

2 2=4 = PRlcos’t+R’sint=4 = R)’=4 = R=2;
1 1
z=2y = h:Estinzt = h=2sin*t =1-cos2t.

Kurvan C kan alltsd parametriseras

2cost —2sint
) . dr dr —
r(t)=| 2sint |, te[-mm], s& — =| 2cost och ‘—‘ = V4 + 4sin® 2t .
dt : dt
1 —cos2t 2sin 2t

Nu dr vi redo for att berdkna kurvintegralen.

T d T d
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C - dt - dt
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- v/ t=—m

Uppgift 6. Bide integranden och integrationsomradet forenklas med hjilp av variabelbytet till
poléra koordinater (d.v.s., x = rcos@ ochy = rsinf,ddrr > 0och 8 € [-x,x]). De givna
olikheterna utnyttjas for att fa fram integrationsgrinserna.
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Sammanfattningsvis dr r € [2,3] och 0 € [-7, 0]. Nu ska vi underséka integranden:

2-(y/x) _ 2-(rsin@)/(rcos®)  2tan0@
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Beloppet av Jacobianen for poldra koordinater &r r, s& variabelbytet ger

2- 3 % 2tané 32 % sind
uﬂ—¢%%&b/i/ ”HMW:/ rzm/ 12 46
D5+x +y 2 _”/4 5+r 2 5+r _7[/4(:050
3 0 14 \/E
r=2 [_ In | COSQl]@:—ﬂM - h’l(?) h’l( )

Uppgift 7. (a) Enhetscirkeln parametriseras:

:Pm5+ﬂﬂ ;
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Den s6kta kurvintegralen blir
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Anmdrkning: Greens sats + symmetrin av integrationsomréadet och av integranden (uddahet) ar ett
alternativt sitt for att fa svaret: fc y*dx +2dy = fD(—Zy) dA = 0, dér D ér enhetscirkelskivan.

OF, 0y? OF. 02
(b) Eftersom Sl 2y inte dr lika med —2 -2 0, ir vektorfiltet F inte konservativt.
oy Oy ox  Ox

(c) Svaret pé (a) kan inte utnyttjas for att besvara (b).

Ett vektorfilt dr konservativt i enhetscirkelskivan om och endast om / F « dr = 0 for varje enkel
sluten kurva C som ligger inuti enhetscirkelskivan. Vi har fitt nollan for en enda kurva som
dessutom ligger pa randen av cirkelskivan. Det racker inte for att fa att faltet dr konservativt.

Inte heller kan man dra slutsats att féltet inte dr konservativt eftersom man da skulle behova att
kurvintegralens virde &r nollskilt. (P.g.a. kontinuiteten skulle ett nollskilt virde pa kurvintegralen
over enhetscirkeln innebira att virdet pa kurvintegralen 6ver en lite mindre cirkel som ligger inuti
enhetscirkelskivan ocksa ar nollskilt.)



Uppgift 8. (a) Eftersom divergensen &r en linjar operator, s& giller att

ﬂ div(F+G)dV =0 < // divF+divGdV =0 < // diVFdV:—// divGdV.
K K K K

Enligt divergenssatsen dr

# F-ﬁds:// dideV:—// dideV:—# G+ NdS.
0K K K 0K

(b) Genom att kasta om deriveringsordningen kan man inse att div(curl ®) = 0 fér varje vektorfalt
® som 4r tva ganger kontinuerligt differentierbart. Siledes divF = 0 i hela rummet. Saledes

// div(F+G)dV =0 = f/ divGdV = 0.
K K

Enligt divergenssatsen ar
# G+ Nds = // divGdV = o.
9K K

Uppgift 9. Kurvan C 4r en cirkel i planet z = 2 med radien 2 och mittpunkten (0, 0, 2).

Enligt Stokes sats dr

}{F o dr = ‘//(curlF) « N dS,
C S

ddr S &r en orienterbar yta vars orienterade rand sammanfaller med C. I denna uppgift blir cir-

0
kelskivan i planet z = 2 nog den enklaste ytan som kan anvindas. D blir N = ( )
1

1+x+z 1+x+z

x + ysin(yz) x + ysin(yz)
)| =
2xy — (2xy — 1) ) (

curlF:VxF:(xezx—(y+ L xe** —y — 1) = curlF+N=1.
1

Séledes
jlf Fedr= // 1dS = Arean av cirkelskivan med radien 2 = 4r .
C S



