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1. Lat radien vara r och centrum (p, q). Cirkelns ekvation ér da (p — z)? + (¢ — y)? = 72. De tre ekvationerna
lyder:

(p—a1)’*+(q—b1)>—r> = 0

(p—a2)*+(g—by)? —1* =
(p—as)’+(q—b3)> —r? =

sa att Newtons metod blir

-1

Pk+1 Pk Pr—a1 qr—bi —Tg (pr — 01)2 + (g — b1)2 - 7”1%
goi1 | = & | =05 | pr—az q—ba —r1% (P — a2)® + (qr — b2)* — 17
Tk+1 Tk Pk —a3 qr—bz —Ti (Pk - 03)2 + (‘Jk - b3)2 - 7”1%

2. a) Placera ladan i ett koordinatsystem dar 0 < x <1, 0 <y < 1,0 < z < h dir h = 1.3, ar hojden.
Lat (zk, yk, 2zk), k =1,2,3 vara centrum for klot &k och 1at r vara radien (samma radie i alla tre). Vi vill
maximera den sammanlagda volymen, 3(4mr3)/3 = 4mr?® vilket vi kan gora genom att maximera r. Vi
kommer att ha tva typer av bivillkor. Den forsta typen ser till att ingen del av nagot klot hamnar utanfor
ladan och den andra typen ser till att inte tva klot skar varandra.

Bivillkoren blir
r—x, <0, r—y <0, r—2, <0, k=1,2,3

r+ar < 1, r+yk§17 r+2k§h7 k:17273

For att inte tva skivor skall 6verlappa ser vi till att centrumavstandet mellan varje skiv-par dr minst 27,
dvs.

\/(wj—wk)2+(yj—yk)2+(zj—2k)2227°, 1<j<k<3

b) Vi har tio variabler, som vi placerar i en kolonnvektor: w = [z1, y1, 21, T2, Y2, 22, T3, Y3, 23, r]T
De linjira olikhetsbivillkoren dr redan skriva pa standardform ovan. De ickelinjira villkoren skrivs:

2 —\Jles — )2+ gy — 9 + (2 - 2)? <0, 1< < k<3
vilket kan skrivas kortare om vi infor ¢z = [z, Yk, 21|, ty da blir villkoren:
2r —|c; —c] <0, 1 <j<k<3
Har foljer koden, lite hoptryckt for att spara plats.

function bollar
% Linjira olikhetsbivillkor:

h =1.3; % hdjd

A [-eye(9), ones(9, 1) hr-xk<=0,r-yk<=0,r-2zk<=0
eye(9), ones(9, 1)]; hr+xk<=1, r+yk<=1, r+zk<=h

[zeros(9, 1); [1 1 h11h11h]°];

B

Aeq = [1; Beq = [1;
LB = zeros(10, 1); UB = [B(10:end); 1];
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w0 = rand(10, 1); % startgissning
[w, volym] = fmincon(@obj_fun, wO, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun);

% Skriv ut koordinater fér klotens centra och radie

cl = w(1:3)
c2 = w(4:6)
c3 = w(7:9)
r = w(end)

volym = -volym 7% foér att f& ritt tecken

function volym = obj_fun(w)
volym = -(4 * pi) * w(end)~3; % tre klot med volym 4 pi r~3 /3

function [in_eq, eq] = constr_fun(w)

cl = w(1:3); % centrum fér klot ett

c2 = w(4:6); % centrum fér klot tva

c3 = w(7:9); % centrum fér klot tre

r w(end) ;

in_.eq = 2 * r - [norm(cl - ¢c2); norm(cl - c3); norm(c2 - c3)];

eq = [1;

Hér dr en bild som visar den optimala utformningen:

| —

. Randen definierar ett slutet omrade, si vi kan anvinda Greens formel. Lat D vara (den fyllda) kvadraten
med horn i (2,0),(0,2),(—2,0),(0,—2). Randen bestar av fyra réita linjesegment, med ekvationer (fran
forsta till fjarde kvadranten) © = 2 —y, v = -2+ y, x = —2 — y och x = 2 4+ y, Vi far dela upp
dubbelintegralen i tva delar och far:

/2xy—yd:v+x2ydy=// 2xy — 2x + 1 dedy =
¥ D

0 2+y 2 2—y
/ (/ 2xy—2w+1d:v>dy+/ (/ 2xy—2:v+1d:v>dy:
-2 —2—y 0 —2+y

(integralen 6ver 2zy — 2 blir noll, udda integrand och symmetriskt intervall, med avseende pa x)

0 2
/ 4—|—2ydy—|—/ 4—-2ydy=8—-4+8—-4=38
2 0

Flervariabelmatematik 72 I



Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU

2010

4.

5.

6.

Vi ser att (a,b) = (2,1). Vektorn (2,3) utgdr en normal till férsta linjen, sd £(3, —2) &r riktningsvektorer
for linjen. For den andra linjen dr (1, —1) en normalriktning s& att +(1,1) &r riktningsvektorer. Vi rdknar
nu ut riktningsderivatorna utmed de fyra vektorerna (som vi forst normerar).

gradf(z,y) = (2z — 3y, —3z + 3y?) si att gradf(2,1) = (1, —3). Med v = +(3, —2)/V/13 far vi
f1(2,1) = £(3,-2)/V13 - (1,-3) = £(9/V13) ~ £2.5
Med v = +(1,1)/v/2 far vi
f2(2,1) = +(1,1)/vV2- (1,-3) = +(-2/V2) = FV2 ~ F1.4

sa att f vixer snabbast i riktningen (3, —2), med derivata 9/4/13, och avtar snabbast i riktningen
—(3,—2), med derivata —9/v/13.

Foljande bild visar hur omradet D ser ut:

0.9 . B -
0.8 —
Rand 3 Rand 2
0.7 B 1
0.6 1
05 -
0.4 D -
0.3 1

02F Rand 1 i

01t -

Méngden dr kompakt och funktionen &r kontinuerlig, alltsa existerar storsta och minsta vérde.
Dessa antas i en inre punkt eller i en randpunkt.

Forst de inre punkterna. f(z,y) = 2% +y2+ 32y — 22—y + 2, sa att gradf(x,y) = [20+ 3y — 2, 3z + 2y — 1]
som &r nollvektorn nér (z,y) = (—1,4)/5 € D, men som ligger pa randen.

Nu till randpunkter, dér vi bérjar med rand 1. g(z) = f(2,0) = 22 —2r +2 da -1 < x < 1. Inre
punkter: ¢'(z) = 2z — 2 som &r noll ndr z = 1, vilket &r en randpunkt till intervallet.
Randpunkter till intervallet: g(—1) =5,¢(1) = 1.

Nu till tand 2 déir y = 1 —2, 0 < x < 1,84 g(z) = f(z,1 —2) = 2 — 2% ¢'(z) = —2x néir z = 0,
vilket dr en randpunkt till intervallet. Randpunkter: g(0) = 2. 2 = 1 har vi redan kontrollerat.

Nu till rand 3 diir y = 1 + 2, —1 < 2 < 0, 84 g(z) = f(z,1 + ) = 52? + 22 + 2. ¢'(z) = 10z + 2
som dr noll ndr x = —1/5 som tillhor intervallet. g(—1/5) = 9/5. Randpunkterna har vi redan kontrollerat.
Svar: minsta varde 1, storsta virde 5.

Vi bestdmmer skirningskurvan i x-y-planet genom att sétta z-virdena lika:

22 +y? =522 +10y° +42 — 6y — T 42 +9y° +42 -6y —T=0& 20+ 1)+ By —1)* =9
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Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : (2z+1)*+(3y—1)? < 32 }. Vi infor elliptisk-poléra koordinater:
x=—=1/24 (r/2)cosp, y=1/3+ (r/3)sinp, 0 <r <3, 0 < ¢ <2, dir funktionaldeterminanten blir
r/6. Volymen kan alltsa skrivas:

// x2+y2—(512+10y2+4x—6y—7)dmdy://9—(2:E+1)2—(3y—1)2 dzdy =
D D

3 27 3
/ (/ 9 —1rHr/6 d<p> dr = 71'/3/ 9r —r® dr =7/3 [9r?/2 — 7’4/4]2 =27Tr/4
0 \Jo 0

. Vi deriverar:

up =g'(r)rh, = g'(rz/va? +y°
Nu blir det derivatan av en produkt (ddr ¢'(r) dr den forsta faktorn):

2 + 2 x

no_ g”(T)T‘I x n g’(r) VT Yy x [a24y? 2 2

Pga symmetri blir

u

2 2
u// — " r _"_ /7, &€
=9 O ) ey
sa att , ,
r r
u;lz +uZy _ g/l(r) _"_ g( ) :gll(/r) + g( )

. Gransvardet i a) existerar inte. Tag z = ax f6r en godtycklig konstant o # 0 och = # 0, d& géller:

sin(ry) _ sin(zy) 1 (z,y,2) — (0,0,0)
yz ary a’ o -

Olika viagar mot origo kan alltsa ge olika grénsvérden, varfor gransvirdet inte existerar.

Gransvirdet 1 b) existerar och &r noll. Antag forst att x = 0 men y # 0 da ar
nu att x # 0. Vi anvinder insténgning.

14
Wﬁw = 0. Antag

ZC4y

x2

ZC4y

_ 2
— x2+(x+y)2 _‘I 1]‘—>O, (.I,y)—>(0,0)
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