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Ekvationerna blir:
a+b+cosc—1=0

a+2b—csinec—1.23=0
2a 4+ 4b + cos(2¢) — 0.75=0

varfor Newtons metod kan skrivas:

. -1
Qi1 ar 1 1 — sin(cg) ap + by +cosc, — 1
byr | = by | — | 1 2 —(sin(ck) + cx cos(ck)) ap + 2by, — ¢, sinc,, — 1.23
Cht1 cr. 2 4 —2sin(2¢y) 2ay, + 4by, + cos(2¢x) — 0.75

. a) Placera duken i ett koordinatsystem och lat dukens hérn vara (0,0), (1,0) och (1/2,v/3/2).

Lat (zx,yx), k = 1,2 vara centrum for skiva k och 13t r vara radien (samma radie i bada). Vi vill maximera
den sammanlagda arean, 27r? vilket vi kan gora genom att maximera . Vi kommer att ha tva typer av
bivillkor. Den férsta typen ser till att ingen del av nagon skiva hamnar utanfor triangeln (gummiduken)
och den andra typen ser till att inte tva skivor overlappar.

Vi studerar forst triangelkanten mellan (0,0) och (1, 0).

Bivillkoren blir (for k = 1,2)
-y +7 <0

Nu till kanten mellan (0,0) och (1/2,+/3/2). Ekvationen fér den rita linje, dir kanten utgdr en del, &r
—V/3x 4y = 0. En normerad normalvektor (som pekar snett uppat viinster) till linjen &r: (—v/3,1)/2. Om
vi r6r oss fran (zy, yx), utmed denna normal far vi inte komma ovanfor triangelkanten, dvs.

(zx,yx) + 7(—/3,1)/2 maste ligga under eller pa triangelkanten, dvs.

—V3Bx —rV3/2) +yp +1/2 <0 —V3Bap +yr +2r <0

Slutligen kanten mellan (1,0) och (1/2,+/3/2). Ekvationen for den rita linje, dér kanten utgdr en del, ir
V3z +y = v/3. En normerad normalvektor (som pekar snett uppat hoger) till linjen #r: (v/3,1)/2. Om vi
ror oss fran (zy,yx), utmed denna normal far vi inte komma ovanfor triangelkanten, dvs.

(zr, yx) +7(v/3,1)/2 maste ligga under eller pa triangelkanten, dvs.
V3(xe +7V3/2) +yp +7/2 = V3 <0< 3z, +yp +2r < V3

For att inte tva skivor skall dverlappa ser vi till att centrumavstandet mellan skiv-paret &r minst 27, dvs.

V(@ —32)% + (1 —y2)2 > 2r

b) Vi har fem variabler, som vi placerar i en kolonnvektor: w = [x1, 22,91, y2,7]7 .
Bivillkoren dr redan skrivna standardform ovan. Hér foljer koden, lite hoptryckt for att spara plats.

function packning
s = sqrt(3);

% x1 x2yly2 r

A=[0 0-1 0 1
0 0 0-1 1
-s 0 1 0 2
0-s 0 1 2
s 0 1 0 2
0 s 0 1 2];
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B=[0000ss]’;

Aeq = [1; Beq = [1;
LB = zeros(5, 1); UB = ones(5, 1);

w0 = rand(5, 1); Y startgissning
w = fmincon(@obj_fun, w0, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun);

% Skriv ut koordinater och radie

x = w(l:2)
y = w(3:4)
r = w(end)

function area = obj_fun(w)
area = -w(end);

function [in_eq, eq] = constr_fun(w)

x =w(l:2);

y = w(3:4);

r = w(end);

in_eq = 2 * v - sqrt((x(1) - x(2))°2 + (y(1) - y(2))~2);
eq = [1;

Har dr en bild som visar den optimala utformningen (att ha skivorna ovanf6ér varandra ger mindre area):

3. Vi parametriserar v genom ¢t — (¢,1/t),¢ € [1,2]. Integralen kan skrivas
2 2
/ (1/t2 =3 1= (t/(1/t)) - (=1/t%) dt = / 2=+ 1dt=[-1/t—t*/a+ ]2 =... = -9/4
1 1

4. Ytans normal (gradienten), i punkten, skall vara parallell med planets normal, (11,0,1). Gradienten ar
(322 + 3y — 1,3x, —2) och det skall alltsi existera en skaldr, \, s att (322 + 3y — 1,3z, —2) = A (11,0, 1).
Detta ger (16s fran hoger till vinster): A = —2, x = 0 och y = —7. Eftersom punkten skall ligga i ytan far
vi z = (23 + 32y — x + 4)/2 = 2. Den sokta punkten &r alltsi (0, —7,2). Tangentplanets ekvation i denna

punkt ar
(11,0,1) - (x =0,y — (=7),z2—2) =0 1lz+2—-2=0

Flervariabelmatematik 72 I



Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU

2010

5.

6.

Vi har en kontinuerlig funktion pa en kompakt méngd, sa stérsta och minsta virde existerar. Dessa antas
i en inre punkt dir gradienten &r lika med nollvektorn, eller i en randpunkt. Forst inre punkter.

Vi soker nollstiillen till gradienten gradf = [2x — 2y + 3%, —2z + 2xy] = [22 — 2y + 9%, 22(—1+y)] vilket
ger oss de stationira punkterna. Vi borjar med den andra ekvationen, 2z(—1+y) = 0 som har l6sningarna
x=0celler y=1. 2 =01iden forsta ekvationen, 2x — 2y +y% = 0, ger y(—2 +y) = 0 s& att y = 0 eller
y = 2.y =11 den forsta ekvationen ger 2z — 1 = 0 sd att = 1/2. Vi har alltsa hittat foljande stationéra
punkter: (0,0) och (1/2,1) som tillhtr omradet och randpunkten (0,2). Det relevanta funktionsvirdena
ar f(0,0) =0och f(1/2,1)=—-1/4.

Nu till randen som vi far behandla i fyra fall:

(a) x = —2. Infér g(y) = f(=2,y) =4+ 4y — 2y, —2 <y < 2. Inre punkter, ¢'(y) = 4 — 4y som ér lika
med noll da y =1, g(1) = 6. Randpunkter: g(—2) = —12 och ¢(2) = 4.

(b) = = 2. Infér g(y) = f(2,y) = 4 — 4y + 2y?, —2 < y < 2. Inre punkter, ¢’(y) = —4 + 4y som é&r lika
med noll da y =1, g(1) = 2. Randpunkter: g(—2) = 20 och ¢(2) = 4.

(c) y=—2. Infor g(x) = f(z,—2) = 2% + 8z, —2 < x < 2. Inre punkter, ¢’'(z) = 2x + 8 som r lika med
noll da z = —4 som ligger utanfor intervallet. Randpunkterna dr redan avklarade.

(d) y = 2. Infor g(z) = f(z,2) = 22, —2 < 2 < 2. Inre punkter, ¢’(x) = 2x som &r lika med noll da
x =0, g(0) = 0. Randpunkterna &r redan avklarade.

Vi har fatt fram féljande virden, 0, —1/4,6,—12,4, 20, si att det storsta virdet ar f(2, —2) = 20 och det
minsta f(—2,—-2) = —12.

Ytorna &r tva paraboloider, hir en bild:

Vi bestdmmer skirningskurvan i x-y-planet genom att sétta z-virdena lika:
2— (2?2 +20°) =522 +10p2 —1 e 622 + 122 =3 = 22 + 42 =11

Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : 222 +4y? <1 }. Vi infér elliptisk-poliira koordinater
r = (r/v2)cosg, y = (r/2)sing, 0 < r <1, 0 < ¢ < 27, dir funktionaldeterminanten blir 7/v/8.
Volymen kan alltsa skrivas:

// 2 — (22 +2y?) — (5% +10y* — 1) dwdy = // 3 — (627 + 12y?) dedy = 3// 1— (222 +4y?) dedy =
D D D
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1 2
3/ </ (1—r2)r/V8 d<p> dr = (67/V8)[r?/2 — r*/4]} = 37 /V/32
0 0
7. Vi deriverar f(u(z,y),v(x)):

fo=fudy + o' = fu(=3y/a) + £l fy = fuuy = fu(1/2%)

Vi sdtter nu in detta i differentialekvationen och far:
[ fi(=3y/a") + ] + 3y fi(1/2°) = day

vilket forenklas till zf) = 42y och f/ = 4y (eftersom z > 0). y = uv® i de nya variablerna, s& vi far
slutligen DE f/ = 4uv3. Detta ger f = uv? + ¢(u) (c ér en funktion av en variabel). Detta uttryckt i de
ursprungliga variablerna blir slutligen:

fla,y) = (y/2*)a" + c(y/2®) = 2y + c(y/a?)

8. Grénsvirdet i a) existerar och har virdet noll. Forst ett intuitivt resonemang (som inte ar ett bevis). For
r~0,y~0saar

sin®z —sin?y 2% —y?
~ =x+y
T—Y T-Yy
Nu till ett bevis dir vi anvinder konjugatregeln samt det trigonometriska sambandet (se formelbladet):
sina—sin6:2cosa sinagﬁ
sa att
02 ) THY iy T=Y in £ZY
sin“ z — sin 2 cos =< sin =< x 1 sin=?
7y=(sinx+siny) 2 2 = (sinz +siny) -2 cos ty 2
x—y x—y 2 2 (z—vy)/2

Den sista sinusdelen gér, efter substitutionen ¢t = (x —y)/2, dver till standardgrinsvirdet ett. Sa gransvir-
det blir 0 (eftersom 6vriga ingdende funktioner dr kontinuerliga och grinsvirdena blir lika med motsvarande
funktionsvérden).

Grénsvérdet i b) existerar inte. Man kan fa ett intuitivt resonemang med polara koordinater t.ex:

22($2+y2) ~ 22(£C2+y2) B 22 .7,2 222

sin(zy) xy ~ r2cospsing  sin(2yp)
som inte har gransvirde (pga av beroendet av ¢). Nu till ett riktigt bevis. Lat z = 0 och (z,y) — (0,0):

2@ +y?) 0@ +y?) (#.4) — (0.0)

sin(xy) sin(xy)
Lat nu z = /z,z > 0,y = 22
2@ +y?) (@ +ah) 23
frnd = . 1 2 1' 1 == 1
sin(xy) sin(x3) sin(a3) (1427 =1-(1+0) =1, o —~0

Olika vigar mot origo kan alltsa ge olika grénsvérden, varfor gransvirdet inte existerar.
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