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1. Vektorn maste tydligen ha tva element (annars #r inte x Ax och xT Bx definierade). Lat x = [a, b]T (for

att slippa en del index, naturligare vore x1 och z3). x’Bx/xTAx =1 = xTAx — x"Bx =0 (men x = 0
dr ingen 16sning) blir, efter lite riknande, 3a? + 6ab + 2b% = 0. Normeringsvillkoret, |x| = 1, kan skrivas
a®? 4+ b? — 1 = 0. Newtons metod kan skrivas:

arir ] [an | [ Gar+6by Gay+4be | ' [ 3a2 + 6axby + 202
bk+1 o b 2ay 2by ai + bz -1

. a) Infor L for lingden, h for hojden, by for undre bredd och by for 6vre. Lingden pa den sneda “hojden”,

d ges av Pythagoras sats, d?> = h? + ((ba — b1)/2)2. Lockets area blir Lbg, sidoarean S = (by + b2)h/2,
volymen V' = S och totala platarean blir A = 25+by L+2dL+ Lbs (sidoytor + botten + langsidor + lock).

b) Nu till Matlabkoden. Vi har fyra variabler, som vi placerar i en kolonnvektor: # = [L, h, by, ba]T.

De enkla granserna blir: LB = [0 0.3 0.3 0.3]? ochUB = [1.2 0.45 0.65 0.65]°. Lockets area skall
vara minst dubbelt sa stor som bottenarean ger villkoret 2Lb; < Lby som kan forenklas till 2b; < by, om
pa standardform kan skrivas som det linjira olikhetsbivillkoret 2b; — by < 0. Villkoret “undre bredd <
ovre bredd” blir da automatiskt uppfyllt, sa det linjéra olikhetsbivillkoret lyder:

2bp — b2 <0
De ickelinjéra villkoret skrivs (dédr A dr arean ovan):

A—-27<0
Hér foljer koden, lite hoptryckt for att spara plats.

function balja
% Enkla granser
LB = [0 0.3 0.3 0.3]%;
UB = [1.2 0.45 0.65 0.65]7;

% Linjara olikhetsbivillkor:
A=1[002-1]; B = 0;

Aeq = [1; Beq = [1; % Inga linjir likhetsbivillkor

x_guess = rand(4, 1);
[x_opt, obj_val] = fmincon(@obj_fun, x_guess, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun)

% Skriv ut vidrdena
L = x_opt(1), h = x_opt(2), bl = x_opt(3), b2 = x_opt(4), vol = -obj_val

function obj_val = obj_fun(x)
L=x(1); h=x(2); bl = x(3); b2 = x(4); % packa upp
S = (bl +Db2) *h *x 0.5;

obj_val = -S * L;

function [in_eq, eq] = constr_fun(x)
L=x(1); h=x(2); bl = x(3); b2 = x(4); % packa upp
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d = sqrt(h”2 + (0.5 * (b2 - b1))"2);
S = (bl +Db2) *h *x 0.5;
A=2%xS8S+L=x*x (bl +2x*xd+ b2);

in_eq = A - 2.7;
eq l;

Hér dr en bild som visar optimala utformningen:

L=1.17,h=0.45, bl =0.325, b2 =0.65,V=0.26
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3. Lat kurvan ges av t — (x(t),y(t)),t € [«a,5]. Vi kontrollerar férst om ((z(¢),y(t)) ligger pa en cirkel.
Undersokningen underldttas av om vi jamfér med den vanliga parametriseringen av enhetscirkeln
t — (cost,sint),t € [0,2n]. Det giller att z2(t) + y2(t) = cos’t + sin®t = 1 och cirkeln genomlops ju
moturs nir parametern, vinkeln, gar fran 0 till 2r. Om man skalar (cost,sint), med radien r > 0, och
translaterar, med (a, b), far man (a+7 cost, b+rsint) som alltsa dr en cirkel med radie r och centrum (a, ).

Detta medfor att 1 dr en cirkel med radie 2 och centrum (1, —3).

2 #r en cirkel med centrum i origo och radie 3 (sitt s = t2).

73 #r en del av en riit linje. Detta syns tydligt om vi séitter s = t2 och skriver kurvan som s — (3,
4 #r ingen fullstéindig cirkel, bara en kvartscirkel i forsta kvadranten. Det géller att 22(t) +y
75 &r en ellips som inte #r en cirkel. ((z(t) —1)/2)% + ((y(t) + 3)/4)% = 1.

76 ér en enhetscirkeln, ty punkterna ligger pa en cirkel med radie ett 22 (¢)+y2(t) = (1—t2)2+(tV2 — 12)? =
1—2t2 4+ t* + 32 — t?) = 1. 2(t),y(t) 4r dessutom kontinuerliga funktioner som gir genom punkterna

(—1,0),(0,—1),(1,0),(0,1),(=1,0) (for t = —/2,—1,0,1,/2)

Sa, 1, v2 och 7 ar cirklar, 6vriga kurvor ar det inte.

4)+5(2,2).
2(t) = 1.

4. a) f vixer snabbast i gradientens riktning, Vf(z,y) = (22 + 2y — 1, =2y + 22 4 2) och i punkten (1,—1)
blir det (—1,6) (eller varje positiv multipel av denna).
b) f &r lokalt konstant (har riktningsderivata noll) for riktningar som &r ortogonala mot gradienten, dvs.
riktningarna +(6, 1).
¢) En normalvektor till linjen &r (3, 1) varfor en normerad riktningsvektor &r v = (1, —3)/v/10. Riktnings-
derivatan blir:

fi,-1)=(~1,6) - (1,-3)/v10 = —19/v/10 < 0

Vi skall alltsa rora oss i riktningen (1, —3).
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5.

Vi soker forst nollstillen till gradienten gradf = [22 + 2y + 2, 27+ 22y] = [22 + 2y +y?, 22(1+y)] vilket
ger oss de stationédra punkterna. Vi borjar med den andra ekvationen, 2z(1 + y) = 0 som har l3sningarna
r=0eller y=—1. 2 = 0i den forsta ekvationen, 2z + 2y + y? = 0 ger y(2 +y) = 0 sd att y = 0 eller
y = —2.y = —1 1 den forsta ekvationen ger 2z — 1 = 0 sa att x = 1/2. Vi har alltsa hittat f6ljande
stationéira punkter: (0,0), (0,—2), (1/2,—1). Nu till deras karaktér. Vi séitter upp den kvadratiska formen:

Q(h, k) = 2h* + 2(2 + 2y)hk + 22k = 2(h* + 2(1 + y)hk + xk?)
Den inledande tvaan dndrar inte tecknet sa det ricker att studera Q(h, k)/2.
(z,y) = (0,0) = Q(h,k)/2 = h* + 2hk = h(h + 2k)

vilken #r indefinit. Tag t.ex. (h,k) = (1,0) ger ett positivt viirde och (h,k) = (1,—1) ger ett negativt
virde. (0,0) &r alltsa en sadelpunkt.

(z,y) = (0,-2) = Q(h,k)/2 = h? — 2hk = h(h — 2k)
ar ocksa en sadelpunkt (testa med (h, k) = (1,0) respektive (1,1)).
(z,y) = (1/2,—1) = Q(h, k)/2 = h* + k*/2

som dr positivt definit (kvadratsumma som #r noll endast nér (h,k) = (0,0)) sa (1/2,—1) &r en striangt
lokal minimipunkt.

. Ytorna #r tva paraboloider som innesluter en dggformad kropp. Vi bestdmmer skdrningskurvan i x-y-

planet genom att sétta z-virdena lika och kvadratkomplettera:
0-2> -y =(@+22+y* =20 +20+y)) =6 (z+1)* +y> =4

Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : (z+1)*+y* <4 }. Vi infér poldra koordinater
r=—14+rcosp, y=rsing, 0 <r <2 0< e <27, dir funktionaldeterminanten blir r. Volymen kan
alltsa skrivas:

// 10 — 22 — % — [(z +2)? + %] dxdy:2// 4—(z+1)* —y? dedy =
D

D

2 27
2 / (/ (4- 7“2)7° dgo) dr = 47r[27°2 — r4/4]g =167
0 0

. Vi vill anviinda Greens formel, men eftersom omradet inte ér slutet ligger vi till linjestycket (kalla det

Ye) fran (0,1) till (0,0) och subtraherar sedan kurvintegralen éver det extra linjestycket. Vi noterar att
v 4+ 7. har positiv orientering. Sétt P = eV’ — y? och Q = 2:Eyey2 + 2. Vi har da

/Pda:—i—Qdy:/ Pdz+Qdy— Pda:—l—Qdy:// Q;—P;da:dy—/ Pdx+Qdy
gl Y+Te Ve D ‘

e

Green

Vi anvinder Greens formel pa den del som jag markerat med Green, dér D &r triangeln med hérn i (0,0),
(1,1) och (0,1). Sa:

/ Pdx+Qdy = // 2yeyz - (2yeyz —2y) dady = // 2y dxdy =
YHYe D D

1 1 1 1
/ (/ 2y dy> d:c:/ [y2]yil d:c/ 1—2?de=2/3
0o \Ja 0 y=r 0

Vi parametriserar 7, genom t — (0,1 —¢),t € [0, 1], sa att kurvintegralen blir (notera att “dx = 0”):

de—i—Qdy:/ Qdy:/l (1—t)2-(=1)-dt=---=-1/3
0

Ve e
Den stkta integralen har alltsa virdet 2/3 — (—1/3) = 1.
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8. Grénsvérdet i a) existerar och har vérdet ett, ty:

. sin x sin y . sinx . siny . sinx . siny
lim m——— lim lim = lim lim =
(2,y)—(0,0) ry (z,y9)—(0,0) T (z,y)—(0,0) Y z—=0 y—=0 Yy

dér vi anvinder standardgrinsvirdet fran envariabelkursen.

Grénsvérdet i b) existerar inte. Testa med z # 0, y = z = 0:

zt+y+zl el 2
= = 31
Vit yr+22 Va2 7
Testa nu med x =y = z:
3 3
oyt _ Bal _ VBl g

x4y + 22 VB2 a2

Olika vigar mot origo kan alltsa ge olika grinsvirden, varfér gransvirdet inte existerar.
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