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1. Vektorn maste tydligen ha tva element (annars &r inte x” Ax och xT Bx definierade). Lat x = [a, b]7 (for

att slippa en del index, naturligare vore z1 och z2). xT Ax = 1.4 blir, efter lite riknande,
4a? 4 4ab + 5b* = 1.4 och x"Bx = 0.2 blir a? — 2ab + 3b?> = 0.2. Newtons metod kan skrivas:

arpr | _ [ ar | [ 8ap+4by dap +100; | [ da? + dagby + 567 — 1.4
bk+1 T by 2a;, — 2b, —2ay + 6b; ai — 2a,b, + 3b% —0.2

. a) Infér L for lingden, h f6r héjden, by for undre bredd och by for dvre. Lingden pa den sneda “hojden”,

d ges av Pythagoras sats, d> = h? + ((ba — b1)/2)2. Sidoarean S = (b1 + b2)h/2, volymen V = SL och
totala platarean blir A =25 + b1 L + 2dL (sidoytor + botten + langsidor).

b) Nu till Matlabkoden. Vi har fyra variabler, som vi placerar i en kolonnvektor: z = [L, h, by, ba]T.
De enkla grénserna blir: LB = [0 0.3 0.3 0.3]? och UB = [1.2 0.45 0.65 0.65]’. Det linjira olik-
hetsbivillkoret pa standardform lyder:

by —b2 <0
De ickelinjira villkoret skrivs (dir A dr arean ovan):
A-2<0

Hir foljer koden, lite hoptryckt for att spara plats.

function balja

% Enkla grénser
LB = [0 0.3 0.3 0.3]’;
UB = [1.2 0.45 0.65 0.65]7;
% Linjdra olikhetsbivillkor:
A=[001-1]; B = 0;

Aeq = []; Beq = [1; % Inga linjdr likhetsbivillkor

x_guess = rand(4, 1);
[x_opt, obj_val] = fmincon(@obj_fun, x_guess, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, @constr_fun)

% Skriv ut vidrdena
L = x_opt(1), h = x_opt(2), bl = x_opt(3), b2 = x_opt(4), vol = -obj_val

function obj_val = obj_fun(x)
L=x(1); h=x(2); bl = x(3); b2 = x(4); % packa upp
S (b1 + b2) * h * 0.5;

obj_val = -S * L;

function [in_eq, eq] = constr_fun(x)

L =x(1); h=x(2); bl = x(3); b2 = x(4); % packa upp
d = sqrt(h"2 + (0.5 * (b2 - b1))"2);

S = (bl +b2) *x h x 0.5;

A=2x*xS+Lx* (bl +2x%4d);

in_.eq = A - 2;
eq = [1;
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Hir &r en bild som visar optimala utformningen:

L=1.07, h=0.45, bl =0.48, b2 =0.65,V =0.27
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3. Vi gor som i sadelytelabben. Ansitt en rit linje pa parameterform:

z=1+at
y=14+pt
z2=2+t

(z,y, 2) i ekvationen for ytan ger en polynomekvation i ¢, hir dr polynomet:

(1+at)?—(1+8t)2 +2(1+at)(1+t) — (1+at) +2(1+Bt) — 1 — (24+7t) = (a? — B2 +2aB)t* + (3a+28— )t

Polynomet skall vara noll fér varje ¢ vilket medfor att koefficienterna maste vara noll, dvs.
a’>—B*+2af=0 och 3a+28—-v=0

Lat oss vilja a som parameter i 1osningen till de tva ekvationerna. 8 och v kan da uttryckasi a. a =0
medfor att f = v = 0, vilket dr orimligt, eftersom vi da inte far nagon linje utan endast en punkt. Vi
maste ta a # 0, t.ex. « = 1 (en multipel av en riktningsvektor dr ju ocksd en riktningsvektor). Vi far da

B=1+£V2, v=3+21+£v2) =5+2/2
De tva linjerna kan alltsa skrivas
t—(1,1,2) + (1,14+v2,54+2v2)t och t — (1,1,2) + (1,1 — 2,5 — 2V/2) ¢

Notera att det inte &r samma linje, eftersom riktningsvektorerna inte &r parallella.

De ligger i tangentplanet (spanner till och med upp detta) eftersom linjerna éir ortogonala mot gradienten,
g, till ytan. Har &r gradienten

g=[2x+2y—1, -2y+2x+2, —1]ochi P, g =3, 2, —1]

som #r ortogonal mot bada riktningsvektorerna. Detta dr samma villkor (ingen slump) som att
koefficienten, 3a + 28 — v, framfor ¢ &r noll.

Flervariabelmatematik 72 .



Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU

2009

4.

Vi deriverar f(u(z,y),v(z,y)):
fo=Ffu-(=2y/a*)+ [, -1, f,=fo-(1/z*)+ f,-0

Sa differentialekvationen
zfr(z,y) + 2yf,(z,y) = 22°y°
Overgar i
z [(—2y/2%)fl, + £1] + 2y(1/2®) fl, = 22%y* eller o f, = 22°y? eller f, = 2zy°
Vi uttrycker z,y i u,v:
r=v, y=ru=1
Det nya hogerledet, 2zy?2, blir 2u?v® uttryckt i de nya variablerna. Vi far slutligen differentialekvationen

f! = 2u®v®, som har 16sningen f = u?v®/3 + c¢(u) dér c dr en deriverbar funktion av en variabel. Slutligen
gar vi tillbaka till  och y och far

f(z,y) = 29> /3 + c(y/=?)

. Eftersom a > b > ¢ s& utgors paraboloidens symmetriaxlar av koordinataxlarna. Ritblocket kan alltsa

beskrivas som
{(X,Y,2) | |X| <= |V|<y,|Z] <z}

och vi skall bestimma (z,y,2). Lingden &r 2z, bredden 2y och hdjden 2z. Det méste gilla att (z,y, z)
ligger pa paraboloidens yta, annars skulle vi kunna ¢ka volymen genom att Oka en eller flera av z,v, z.
Pga symmetrin ricker det att titta pa (z,y, 2) i férsta oktanten och vart maximeringsproblem blir

maxzyz, med 0 <z, 0 <y, 0 < zochz?/a® +y?/b* + 22/ =1

z,y,2
Omradet dr kompakt och maélfunktionen kontinuerlig, sd det finns ett storsta virde. Lat oss anvinda
Lagrangemultiplikatorer. Det skall gilla att malfunktionens och likhetsbivillkorets gradienter &r parallella,
vilket leder till att (dir jag har bakat in tvaan, fran derivatorena, i A):

r/a® = \yz, y/b® = \zz, z/c* = Ay

Eftersom A\zyz # 0 (annars far vi nollvolym) kan vi eliminera A genom division (férsta/andra, forsta/tredje)
och far
xb®/(ya®) = y/x och xc®/(za®) = z/z = y* = £°b*/a® och 2* = 2°c*/a®
Om vi anviinder de tva sista uttrycken tillsammans med bivillkoret far vi
2?/a® + (222 )a®) b + (22 )d®) [ =1 = 322 /a* =1=> 2 =a/V3=>y=b/V3och z=¢/V3

Svar: De optimala kantlingderna iir 2a/v/3, 2b/v/3, 2¢/+/3 och den stérsta volymen iir produkten, 8abe/(3+/3).
Kommentar: Den hirledning som vi gjort fungerar dven om inte a > b > ¢ 4r uppfyllt (men orienteringen
av ritblocket behéver da inte vara entydigt bestimd). S4 om a = b = ¢ = r, har vi ett klot, s& den stdrsta
volymen &r 8r%/(3+/3), det optimala réitblocket &r en kub (som kan roteras godtyckligt i klotet).

. Ytorna &r tva paraboloider som innesluter en dggformad kropp. Vi bestdmmer skirningskurvan i x-y-

planet genom att sitta z-virdena lika och kvadratkomplettera:
5-2>—(y—22=3++2+1 <82 +1) 2+ -1))=04=(z+ 1)+ (y — 1)

Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : (z +1)®+ (y — 1)> <4 }. Vi infor poléra koordinater
z=-1+rcosp, y=1+rsingp, 0 <r <2, 0< ¢ < 2w, dir funktionaldeterminanten blir r. Volymen
kan alltsa skrivas:

// 15—z —(y—22 =3+ (z+2)* +¢?) dxdyz?// 4—(x+1)?=(y—1) dedy =
D D

2 2w
2 / (/ (4—r*)r dcp) dr = 4z[2r* — r* J4]2 = 167
o \Jo
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7. Vi parametriserar kurvan genom
t—=(—t, t?), —1<t<0

0 9 2 t »]° 1 3
/mydx—}—eydy:/ (=t)- - (=1)+e" 2t dt = |— + € =1l--—e=-—e
8 . 4 B 4 4
8. Grinsvirdet i a) existerar inte. Sétt y = (1, ..., Zp—1). Da giller
b 2 4 42 22
|2 | 2 4 5 = 1+
[x[? — a7, lyl Iyl

som kan anta godtyckliga virden. xz,, = 0 ger grinsvirdet ett. z;y = z, # 0 och ovriga zx = 0 ger
gransvirdet tva. Olika vigar mot origo kan alltsa ge olika grinsvirden, varfor grinsvirdet inte existerar.

Grinsvirdet i b) existerar och dr noll. Anvind elliptisk-polira koordinater, sitt z = r cosp, y = (r/2) sinp

zyz  (r’cosepsing)z
z? +4y? 2r2

= (cos psinp) z/2

0 <[(cospsing) 2| /2 < [2|/2 = 0, (2,9, 2) = (0,0,0)
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