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1. Vektorn méste tydligen ha tva element (annars &r inte x7 Ax definierat). Lat x = [a, b]T (for att slippa

en del index, naturligare vore z; och x5). xT Ax = 3.4 blir, efter lite riknande, 4a® 4+ 2ab + 3b> = 3.4.
|x| = 1 kan skrivas |x|> = 1 s4 att detta villkor blir a® + b?> = 1. Newtons metod kan skrivas:

arpr | _ [ ax | [ 8ar+2by 2ax+6b; | [ 4aZ + 2arby, + 3b3 — 3.4
bk+1 | by 2ay, 2by, ai + bi -1

. a) Placera duken i ett koordinatsystem och lat dukens hérn vara (0,0), (1,0), (1,1) och (0,1).

Lat (zx,yx), k = 1,2,3 vara centrum for skiva k och lat r vara radien (samma radie i alla tre). Vi vill
maximera den sammanlagda arean, 37r? vilket vi kan gora genom att maximera r. Vi kommer att ha
tva typer av bivillkor. Den forsta typen ser till att ingen del av nagon skiva hamnar utanfor kvadraten
(gummiduken) och den andra typen ser till att inte tva skivor 6verlappar.

Bivillkoren blir

0Lz —r,zp+r <L 0<yr—r, yp+r <1, k=172a3
dvs. punkten lings till viinster pa en skiva méste ligga i kvadraten (pa eller till hoger om dukens vinstra
kant). Analogt for den hégra delen av skivan. Motsvarande géller i hjdled.

For att inte tva skivor skall dverlappa ser vi till att centrumavstandet mellan varje skiv-par dr minst 2r,
dvs.

Vi@ — o) + (g~ 2 2, 1<GE<3, j#k

b) Vi har sju variabler, som vi placerar i en kolonnvektor: w = [21, 2, ¥3,Y1,Y2, Y3, 7] -
De linjdra olikhetsbivillkoren pa standardform lyder:

T_mkgoa $k+7’31, r_ykgoa Z/k+7’§1; k:1a253

I Matlab-koden kommer férst de tre r — 2 < O-villkoren etc. De ickelinjira villkoren skrivs

2 —\f(@j — )+ — )2 <O, 1<,k <3, j £k
Hir foljer koden, lite hoptryckt for att spara plats.

function packning

% Linjara olikhetsbivillkor:

I = eye(3); Z = zeros(3); e = ones(3, 1); z = zeros(3, 1);
A=[-IZe; IZe; Z-TIe; Z1Iel;

B = [z; e; z; el;

Aeq = []; Beq = [1;
LB = zeros(7, 1); UB = ones(7, 1);
w0 = rand(7, 1); % startgissning

w = fmincon(@obj_fun, w0, A, B, Aeq, Beq, LB, UB, Q@constr_fun);

% Skriv ut koordinater och radie
x =w(1:3), y=w4:6), r = w(end)

function minus_r = obj_fun(w)
minus_r = -w(end);
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function [in_eq, eq] = constr_fun(w)

x = w(1:3); y =w(4:6); r = w(end);

in_eq = 2 * r - [sqrt((x(1) x(2))°2 + (y(1) - y(2))"2)
sqre((x(1) - x(3))"2 + (y(1) - y(3))~2)
sqre((x(2) - x(3))"2 + (y(2) - y(3))"2)1;

eq = [1;

Hir &r en bild som visar optimala placeringen:

3. a) f viixer snabbast i gradientens riktning, V f(z,y) = (22 + 2y — 1,—2y + 2z + 2) och i punkten (1,1)
blir det (3,2) (eller varje positiv multipel av denna).
b) f &r lokalt konstant (har riktningsderivata noll) for riktningar som &r ortogonala mot gradienten, dvs.
riktningarna +(—2, 3).
¢) En normalvektor till linjen #r (1,3) varfor en normerad riktningsvektor &r v = (—3,1)/+/5. Riktnings-
derivatan blir:

f\lr(la 1) = (372) : (_33 1)/\/5 = _7/\/5 <0
Vi skall réra oss i motsatt riktningen, dvs. (3, —1).

4. Vi deriverar f(u(z,y),v(z,y)):
fo=Fo-(By/zYY+ fo-1, fy="Ffo-(1/a>)+ f,-0
S4 differentialekvationen
zfy(x,y) + 3yfy(z,y) = dzy
overgar i
z [(—3y/x4)f; + f{)] + 3y(1/2®) f, = 4zy eller zf, = 4zy eller f, = 4y

Hogerledet, 4y, blir 4uv® uttryckt i de nya variablerna. Vi far slutligen differentialekvationen f! = 4uv3,
som har 16sningen f = uv* + c(u) déir ¢ dr en deriverbar funktion av en variabel. Slutligen gar vi tillbaka
till z och y och far

flz,y) = 2y + c(y/=®)
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5. Omradet #r kompakt och funktionen kontinuerlig, alltsd har funktionen storsta och minsta virde pa
omradet. Vi undersoker forst inre punkter dir gradienten #r lika med nollvektorn. Ekvationerna blir
grad f(z,y) = 0 & (2zy, 2 + 3y? — 1) = (0,0). Den forsta ekvationen ger z = 0 eller y = 0. z = 0 i den
andra ekvationen ger 3y2 — 1 = 0 sd att y = :I:\/m. y = 0 i den andra ekvationen ger z = +1. Vi har
alltsa hitta punkterna (0, ﬂ:\/W) samt (+1,0). Motsvarande funktionsvirden #r

(i\/_) :I:i~io38 F(£1,0)=0

Nu till randen. Vi borjar med z = +£1, —1 < y < 1 och noterar att f har samma virden pa dessa
rinder. f(+1,y) = y3. Var envariabelkunskap ger direkt att endast randpunkterna (for y) #r aktuella.
f(£1,-1) = —1 och f(£1,1) = 1.

Nu till -1 < 2z <1, y = —1 déir f(z,—1) = —2? som har minsta viirde —1 och stérsta 0 pa inter-
vallet. Slutligen —1 < z <1, y = 1 déir f(z,1) = 2% som har minsta virde 0 och stoérsta 1 pa intervallet.

Svar: minsta virde &r —1 och storsta dr 1.

6. 222 + y2 = 1 ir en cylinder med elliptiskt tvirsnitt. 2 = 2 — cos(2z2 + y?) liknar kopp. Hér en bild, dir
(en del av) cylindern &r ritad med ett rutnit:
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Integrationsomradet ges av D = { (z,y) : 22 + 4> <1 }. Vi infor elliptisk-poléra koordinater,
z = (1/v/2) rcosp, y = rsing, 0 < r <1, 0 < ¢ < 27. Volymen, V, kan allts skrivas (dar r/+/2 &r
funktionaldeterminanten):

//D(2 — cos(2z” +y?)) dwdy = /01 (/027r(2 —cos(r?)) r/V2 dgo) dr

77\/_/ 2r — r cos(r?) r—m/_[ %]::Wﬁ (1—%>
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7. Kurvan har positiv orientering. Vi parametriserar kurvan genom

t — (cost, sint), 0 <t <7/2

/2
/ zydr+y dy:/ costsint(—sint) + sintcost dt
¥ 0

sin3t+sin2t L T T
3 2 |, 3

8. Grinsvirdet i a) existerar och dr noll. Anvind instéingning och foljande standardolikhet,
|zy| < (2? +y7)/2.

TYZ

ol _ @)l _
z2 + y?

-5 0) ($7y7z) - (07070)

0< = =
22 +y?2 = 2(2? +y?) 2

Standardolikheten f6ljer av foljande:
0 < (2] = ly))* = lal* + |y|* = 2|z|[y| = 2* + ¥ — 2|ay]
Gransvirdet i b) existerar inte, ty tag = y och z = az* — 222, a # 0, d& &r

Tyz z?(az* — 22%)  az® —22* 22 2
2+y2+2z 2224 azt—222 ozt N a a

som beror av «a. Olika viigar mot origo kan alltsa ge olika grinsvirden, varfor grinsvirdet inte existerar.
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