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Kortfattade 16sningsforslag: Flervariabelmatematik for Z2
2007-01-20

1. Vi infor vektorn x = [z1, 22]7 och skriver f(x) i stiillet for f(z1,22). Newtons metod kan skrivas:
_ 2(x(M) + sin(z{F 2Py — 1
D) = x(F) _ J(x(k)) 1 F( (k)) (gc) 172 ()k)
3fxW) + (27)* + oy’ =3
dar

J(x®)y =
() 3f1(x®) 4 22M 3£1(x(M) +1

fioch fi betecknar de partiella derivatorna. Matlabkoden blir:

2£(xM) f1(x®) + 28 cos(@P i) 2 (x®) £3(x®)) + 20 cos(@P a k) ]

x = randn(2, 1); % startvektor
for k = 1:10
fx = f(x);
funk = [fx"2+sin(x(1)*x(2))-1; 3*fx+x(1) "2+x(2)-3];
g = grad(x);
cs = cos(x(1)*x(2));
J = [2xfx*g(1)+x(2) *cs, 2*xfx*g(2)+x(1)*cs
3xg(1)+2*x (1), 3xg(2)+1];
b'd =x - J \ funk;
end

X

2. Infér y; = rq, y2 = ro samt y3 = v. Systemet dvergar i:

Y1 = ystyr y1(2) =3
Y = ysty2 . K ya(2)=14
yh =y1 — y2 +tys\/y: + v y3(2) =5
S (0), , (0)
y%l) y§0) .7430 to?ho
ol O Y _
1 0
y ys” y® — 8 + 1oy (W7)2 + (55”)?

3 5-2-3 6
4 1401 5-2-4 | = 8
5 3—4+42-5-/32+42 9.9

(V2+42 22y) - (1,1)/V2 =1+ 4°/V2 + V2ay
och villkoret, f(z,y) = 1, blir 4% /v/2 42y = 0 eller y(y + 2z) = 0. Alltsa ir y = 0 (z godtyckligt) eller

3. Riktningsderivatan blir:

y+2x=0.

4. Derivera:
fo=2@+y)d, [, =29' + 4z +y)°9", f1, = 29' +4(x+v)*g", f, =2(x+v)d, f}, = 29' +4(z +y)*g"
sa att

e (T, )+ Iy (@, 9) + fr, (@,y) = 29" +4(z+y)¢" +29' +4(z+y)* 9" +29' +4(z+y)*g" = 69’ +12(z+y)*g"
Sitt t = (z +y)?. Vi far DE:

12(tg" + ¢'/2) =12t & g¢"+4'/(2t) =1t
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som kan 16sas pa flera olika sétt; hir foljer ett. Infor u = ¢/, ger v’ + u/(2t) = ¢. Los med integrerande
faktor, u = 2t2/5 + C/V/t, s& att g = 2t3 /15 + 2Cv/t + Cs.
Sa svar: f(z,y) = 2(z +y)®/15+ C1(z + y) + Cs dér C1, Cs &r godtyckliga konstanter.

5. Funktionen #r ickenegativ, 0 < f(z,y) i omradet. Eftersom f(0,0) = 0 s& #ir dirmed minsta virdet noll.
For stora |(z,y)| kommer nimnaren att dominera over téljaren och vi kan gora funktionen godtyckligt
liten (< €) genom att lata |(z,y)| bli tillréickligt stort. Hér i detalj med polira koordinater (med r > 0):

r+y _ r(cosp+sinp)
1+a22 4y 1412

<=<¢ omr>2/e

2

r

Eftersom f(1,1) = 2/3 kan vi hitta en kompakt méngd, till exempel:
D={(z,y) |0< 2, 0<y, ¥ +¢* <100}

dir f antar sitt stérsta virde i D (men inte pa cirkelbagen). Detta virde bestdmmer vi genom att losa
gradf(z,y) = 0. Gradienten blir

(=22 + 9% —2zy + 1,22 —y? — 22y + 1)
(1 +.Z'2 +y2)2

Vf=

s& att vi far ekvationerna
2=y 420y —1=0, 22 —¢y* —20y+1=0

Genom att addera ekvationerna far vi 2 — y2 = 0 eller y = +z. Subraktion av ekvationerna ger 4zy = 2.
Kombination av de tva senaste ekvationerna ger 2> = +1/2. Alltsd &r = 1/v/2 (ty = > 0) vilket medfor
att y = 1/+/2. Vi kontrollerar och 6vertygar oss att dessa viirden satisfierar gradf(z,y) = 0. Slutligen &r
F(1/3/2,1/3/2) = 1/4/2. Det storsta virdet kan inte antas pa x- eller y-axel, ty f(z,0) = /(1 + z?) antar
sitt storsta virde (derivera) for 2 = 1 och f(1,0) = 1/2. Det storsta virdet #r alltsd 1/+/2.

6. Hir dr forst en bild (med a = 0.5 och b = 0.2):

Uppgift 6

2 = 4b — bz? — ay? liknar en uppochnedvind kopp (virdet &r 4b > 0 i origo) och z = ax? + by? — 4a ér en
rittvind kopp (vérdet dir —4a < 0 i origo). Volymen, V (a,b), ges av:

V(a,b)z//D 4b — bx? — ay® — (ax® + by® — 4a) dwdyz(a—l—b)//D 4 — 2% — y? dzdy

Flervariabelmatematik 72 .



Thomas Ericsson
Matematik, Chalmers/GU
2007 3

dér D &r omradet i x — y-planet. Vi bestdimmer nu 0D, projektionen, av ytornas skiirning, pa x — y-planet.
4b—br? —ay’ =az’ + by’ —da o 2® +y* =4

eftersom a + b > 0. Sa randen utgoérs av en cirkel med radie tva.
Infor nu poléra koordinater, x = rcosp,y =rsinp. 0 <r < 2,0 < ¢ < 27. Funktionaldeterminanten blir

d o
(z,y) — det [ cosp  —rsing ] _,
d(r,p) singp rcoseg

Alltsa: ) ) )
V(a,b):(a+b)/ (/ (4—r2)rdg0)dr=27r(a+b)/ dr —r3 dr =
o \Jo 0

2r(a +b) [2r® — r*/4]] = 8r(a +b)

/8D —ydz = //D_a% (—y) dzdy = //D dxdy = p(D) (arean)

Alternativt kan man ta
/ wdyz//iwdmdyz// dzdy = (D)
8D p Oz D

Hir dr en bild av randen, observera orienteringen, som #r negativ.

7. Vi har

Uppgift 7
4 |
3l |
> 2t . v |
1- |
or < 1
o 1 2 3 4 5 6 7
X

Lat oss ta den andra varianten, integralen 6ver x-axeln dr noll. Observera det férsta minustecknet! Vi
anviinder partiell integration for ¢sint och formeln for dubbla vinkeln for sin®¢.

27 27 2m 1— 9
—H(D)=/ (t —sint)2sint dt=2<[t(—cost) ]?,”—/ —cost dt—/ %(t) dt) =
0 0 0

—4m + 2[sint — t/2 + sin(2t)/4](2)7r = —67 = (D) = —(—67) = 67

Svar: arean ir 6m.
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8. Grinsvirdet 1 a) existerar och dr lika med noll. Instéingning ger:

T1XLo — T3Ly < |$1.’L’2| n |.’L'3.TE4| < \/.’L’% —|—.’L‘§ |.CL‘2| n \/.Z'% —|—.’L’§ |.TC4|
2 2 - 2 2 2 2 — 2 2 2 2
Vi + T3 Vil +a3 /2 + 23 VT + T3 V1 + 73

Déar det sista steget foljer av att |x2| + |z4| &r en kontinuerlig funktion.

= |.CL'2| + |.’E4| —0

I b) existerar grinsviirdet inte. Tag forst 1 = 23 # 0 och 23 = 24 = 0:

T1X2 — T34

=1
2.2
i

Tag nu x; = 22 = 0 och 23 = x4 # 0:
T1T — T3T4

=-1
2 2
Ty +.733

Sa vi kan fa olika grinsvirden beroende pa hur vi ndrmar oss 0.
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