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Kortfattade 16sningsforslag: Flervariabelmatematik for 72
2006-10-23

Systemet gradf(z,y) = 0 blir

322 — 2zy cos(z® + y%) =0
—sin(z? + y?) — 2y? cos(z? + y2) =0

Sa Newtons metod kan skrivas:

Thi1 Tk _1 [ 3% — 234y, cos(z2 + y3)
= — H(zy, . ; :
[ Yt ] [ Y ] (=i, ) [ —sin(z} + y;) — 243 cos(z}, + yi)
dar
H(zp, y1) = 6z — 2yi cos(zi + yi) + 4ty sin(zi +y2) —2zp cos(zi + yi) + dzy} sin(zi + y7)
k) Yk —2zy, cos(zi + yi) + dzpyi sin(zi + y7) —6yx cos(z} +y3) + 4y sin(z} + ;)

. Inf6r y; = 71, y2 = 72 samt y3 = v. Systemet Gvergar i:

Yl = y1 +ystyr /Y2 + 93 y1(2) =3
Yy =y2 +ystya/Vyi +y3 . | v2(2) =4

yh =y1 —y2 + tys y3(2) =5

e 0 5 © & 50465 /1 /(6

Sa

(” =1y | +h (o> +y(0)t Oy >)
“’ ys0 <o> 40 (©
Y1 +toys
3 3+4+5-2-3//32+ 42 3.9
[ 4 ] +0.1 [ 4+45-2-4/\/3 1 22 ] = [ 5.2 ]
5 3-4+2-5 5.9

. Lat z = f(=z,y). Tangentplanet i punkten (a, b, f(a, b)) har ekvationen:

z = f(a,b) + fr(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b) & fr(a,b)z + f,(a,b)y — 2+ f(a,b) —afy(a,b) — bf,(a,b) =0

s& en normalvektor &r [f;(a,b), f,(a,b), —1]. S& i vart fall kréaver vi att [4a, 2b, —1] = [4,4, —1] (det duger
inte med nigon annan multipel eftersom z-komponenterna bada &r —1). Detta ger a = 1,b = 2 s4 att

planet &r
z2=6+4(z—-1)+4(y-2)

. Derivera:

fo=2@+y)g, fi =29 +4(x+y)?g", [, =29 +4x+y)%9", [, =2(x+v)d, f, =29 +4(z +y)*g"
sa att

22 (T, Y) + Foy (@, )+ fry (2,y) = 29" +4(z+y)? 9" +29' +4(z+y)%g" +2¢' +4(z+y)*g" = 69’ +12(z+y)?g"
Sétt t = (z 4+ y)2. Vi far DE:
12(tg" +¢'/2) =12t & g¢"+4'/(2t) =

som kan 16sas pa flera olika sitt; hir foljer ett. Infor u = ¢, ger v’ + u/(2t) = 1. Los med integrerande
faktor, u = 2t/3 + C/+/1, sa att g = t2/3 + 2CV/t + Cs.
Sa svar: f(z,y) = (z +y)*/3 + C1(z + y) + Cs déir C1, Cy dr godtyckliga konstanter.
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5. Gradienten blir
Vf= (2m+3m2/2—y,2y—m) och Vf=0= (z,y) =(0,0) vV (z,y) = (-1,-1/2)

dér rotterna till systemet fas genom att 16sa ut y fran den andra ekvationen och sedan sétta in detta
uttryck i den férsta, vilket ger (3/2)z(1 + ) = 0 som har 16sningar £ = 0V z = —1. Detta i den andra
ekvationen ger y-virdena. Nu till deras karaktér.

Q(h, k) = (2 + 3z)h? — 2hk + 2k
For (z,y) = (0,0) blir Q(h, k) = 2(h? — hk + k?) som &r positivt definit, ty
h?* — hk + k* = (h — k/2)® + 3k? /4

som dr positivt definit, ty @ dr en summa av kvadrater och Q(h, k) = 0 kan intriffa endast om h = k = 0.
(0,0) &r saledes en stringt lokal minimipunkt.

For (z,y) = (=1,—1/2) blir Q(h,k) = —h? — 2hk + 2k? som é&r indefinit ty Q(1,0) = —1 < 0 och
Q(0,1) =2 > 0. och (—1,—1/2) &r en sadelpunkt.

6. Har ar forst en bild:

Uppgift 6

!
i

L

AW & b\/;Q \
/)

z = a — 222 — y? liknar en uppochnedviind kopp. Okar vi a lyfts koppen utmed z-axeln. z = 222 + 3% — a
dr en rittviind kopp, spegelbilden av den forsta i x-y-planet (enbart tecken skiljer ju). Nir a = 0 tangerar
kopparna varandra i origo och volymen dr noll. Vid kande a kommer en dggliknande kropp att inneslutas.

Volymen, V' (a), ges av:

V(a):// a—2m2—y2—(2m2+y2—a)dxdy=2// a—2z" —y dzdy
D D

dir D ges av ytornas skiirning med z = 0 sa att

D={(z,y) |22 +y*—a<0}={(z,9) | 2¢° +¢° < (Va)* }
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Infor nu elliptisk-poléra koordinater, z = (r/v/2) cos g,y = rsinp. 0 < r < y/a, 0 < ¢ < 27. Funktional-

determinanten blir
d(z,y) :det[ (1/v/2)cos —r/+/2sin ¢ ] — V2

d(r, sin ¢ T COS

Alltsa:
‘/'(1‘1)22/0\/6(/027r (a—1?) r/x/idgo) dr:2-2ﬂ/\/§/()ﬁ(a—r2)rdr:

A /V2 [ar® )2 — 7‘4/4](‘)/6 =ad*n/V2
Vi skall alltsa ta a = 2'/* for att fa V(a) = 7.

/BD —y dz = / /D _a% (—y) dwdy = / /D dzdy = (D) (arean)

Alternativt kan man ta
/ a:dy://ia:dxdy:// dzdy = (D)
8D p 0z D

Har &r en bild av randen, observera orienteringen, som ir negativ.

7. Vi har

Uppgift 7
25 ‘

151 1

0.5f : ‘ J
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Lat oss ta den andra varianten, integralen Over x-axeln idr noll. Observera det forsta minustecknet! Vi
anviinder partiell integration for ¢sint och formeln for dubbla vinkeln for sin?¢t.

27 27 27
1-— 2
—H(D)Z/ (t —sint)sint dt = [ t (—cost) ](Z)W—/ —cost dt—/ %(t) dt =
0 0 0

—27 + [sint — t/2 + sin(2t) /45" = =37 = (D) = —(=37) = 3«
Svar: arean dr 3.

8. Grinsvirdet i a) existerar inte. Tag forst z; = 0,

po (=) (Xl ) _ Pl
x—0 (x| — 21/2)2 x—0  |x|?

Tag sedan x = (z1,0,...,0), 1 >0

(|21 = 21) (J21| +71) . 0-2x;

I = lim — L =

o T (ol —wi/2? x5 @22
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dir z; ndrmar sig 0 frin hoger. Sa vi kan fa olika grénsvirden beroende pa hur vi ndrmar oss 0.

Ib) existerar gransvirdet och dr lika med ett.

eV 1] [

im —— = lim

Ix|—oo x| + /|z1|  IxImoe 14 4/|@1] / |x]

Vi studerar nu, med instingning, t = y/|21| / |x| separat.
ooVl VR

- X x| Vx]

Alltsa géller att t — 0, |x| — oo. Vi anvinder nu griansvirden av sammansatta funktioner. Eftersom (pga
kontinuitet)

=0, x| &>

1-t

im— =1
t—01+t¢

dr gransvardet i uppgiften lika med ett.
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