Loésning till MVEQO15 Analys i en variabel I, 5p, 07 08 23.

Forkortningar

KE star for karakteristisk ekvation,

KK star for kvadratkomplettering,

PBU star for partialbraksuppdelning,

PI star for partiell integration.

1. (a)
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‘ + C dér C ar en godtycklig konstant.

Svar: - In|———
4 cosx + 2

Nér z ligger néra 1 ér sin(y/x)/x positivt. Lat oss siiga att sin(y/z)/x > § > 0 nér
0<e<x<1. Vihar da
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Eftersom
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ar den mindre integralen divergent. Dérmed &r ocksa den ursprungliga integralen
divergent.
Svar: Integralen dr divergent.

Separering av variabler ger dy/(y? — y) = x dx. Integration av forsta ledet ger

[ty = reui= [ (- )

y—1
n .

Integration av dy/(y?> — y) = xdx ger darfor In|(y — 1)/y| = 22/2 + A, déir A &r en
godtycklig konstant. Exponentiering och eliminering av absolutbelopp ger
y—1
Yy

dér B &r en godtycklig konstant # 0. Eftersom y(0) = 2 ger detta 1/2 = B
Loser man nu ut y ur detta har man

= Be®’/2
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Svar: y = 1/((1/2)e™"/2) = 2/(2 — e7*/2).



(b) Ekvationen har den karaktiristiska ekvationen r2 —2r —3 = 0, med rotterna r = 142.
Losningsformel ger nu att l1osningarna till den homogena ekvationen &r g, = Ae3* +
Be™™.

For att finna en partikulérlosning ansitts y, = Ce”, som i ekvationen ger (C'—2C —
3C)e" = 8e”, sa C = —2.

Den allménna l6sningen &r alltsa
Y=Yn+Yp= Ae®® 4+ Be ™™ — 2¢%.
Villkoret y(0) =1 och 3/(0) = 0 ger

1 = A+B-2
0 = 3A-B-2
som ger A =15/4 och B="7/4.
Svar: y(z) = 5e3* /4 + Te ™% /4 — 2¢*.

3. Vi forldnger kvoten med cosx och far

x

2 .
xrew cosx + asinx

z?In(1 + z)cosz

Med kénda utvecklingar har vi

2?In(1 +x)cosz = a?(z—a?/2+23/3+..) 1 —2?/2 +2t/4 +..) = (1)
= 23+, (2)
ze” cosz +asinz = c(1+22/1+.. )1 =222+ .. ) +alz—23/3'+...) = (3)
= (14+a)z+(1-1/2—a/6)2>+... (4)
For att fa ett gransvirde maste vi ha 14+ a = 0, dvs a = —1. Kvoten blir da
(4/6)23 + ...
e

med griansvirdet 4/6 = 2/3, nir x — 0.
Svar: a = —1 och grénsvérdet blir 2/3.

4. Om b, = z?"*1/((n + 1)2") har man
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bn,

B n—i—l%H |z|?
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niar n — oo. Vi ser att potensserien dr absolutkonvergent nir |z| < \/5, men inte nér
|z| > /2. Eftersom det #r en potensserie divergerar den darfor nir |z| > /2.

Nér o = 4++/2 dr serien /2> 1/(n+1). Eftersom 1/(n+1) > 1/(n+n) = (1/2)(1/n), och
serien med termer 1/7 dr kéind som divergent kommer dven dessa bada serier att divergera,
enligt jaimforelsekriteriet.

Svar: Den konvergerar nér V2 <z < V2.



d.

7.

Ett vertikalt tvirsnitt genom x pa z-axeln och vinkelrdtt mot denna &r en cirkelskiva med
radien (4 — z2)~1/2. Ett sadant har area A(z) = w(4 — 22)~!. Skivformeln ger att volymen

ar
f ) =1 e ) Sl
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Svar: w1n(3)/4.

Vi Laplacetransformerar och far med hjélp av riknereglerna att

st—1 =
sy =

Vi har anvéint att £(0) = 1 och y(0) = 0 eftersom partikeln befinner sig i punkten (1, 0)
nir ¢t = 0.
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+ 3.
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Den nedersta ekvationen ger oss

s(s=3)x—(s—3)=(s—3) — 2.

Vi loser ut Z och far

s—3 _ s—3 _
s2—4s+4  (s—2)2
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(s—2)2  s5—-2 (s—2)%

Fran tabell och rikneregler ser vi att detta #r Laplacetransformen till 2! — te?, s z(t) =
(1 —t)e?.

Den forsta av de ursprungliga ekvationerna ger nu
y(t) = z(t) —2'(t) = (1 —t)e® — (=1 +2(1 — 1)) = te*.
Svar: z(t) = (1 —t)e? och y(t) = te*.
(c) Vihar 2/ =1 och

, 14tV -1 1
t+vVt2—-1 Vi -1

som ger baglangden

/3 (:L‘/)2+(y’)2dt:/3t/\/t2jdt: [\/t?j]i:\f—\/ﬁ.
2 2
Svar: V8 — /3.
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