Losning till MVE 015 Analys i en variabel I, 5 p, 07 04 14.
Forkortningar
KE star for karakteristisk ekvation,
KK star for kvadratkomplettering,
PBU star for partialbraksuppdelning,

PI star for partiell integration.

1. (a)

x = arcsin(x — 1) + C
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Svar: arcsin(z — 1) + C, dér C &dr en godtycklig konstant.
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Svar: 1 — In2.

2. (a) Separering av variabler ger y 3 dy = z? dx som integreras till —y~2/2 = 23/3 + C.
Men y(1) =1sa —1/2=1/3+C, dvs C = —5/6.
Multiplikation med —2 ger y=2 = (5 — 22%)/3. Invertering och rotdragning ger y =
++/3/(5 — 223). Eftersom y(1) = 1 dr bara den positiva 16sningen aktuell.

Svar: y = 1/3/(5 — 223).

(b) Den homogena ekvationen har den karaktiristiska ekvationen 0 = r2 4 4, som har
rotterna r = +2¢. Detta ger y, = A cos 2t + B sin 2t.
For att finna en partikuldrlosning gors ansatsen y = a cost + bsin som insatt i ekva-
tionen ger (—a + 4a)cost 4+ (—b + 4b)sint = sint, dvs a = 0 och b = 1/3. Detta ger
yp = (1/3)sint.
Allménna l6sningen till ekvationen i uppgiften ér y = v, + yp, = Acos2t + Bsin 2t +
(1/3)sint.
Svar: y = Acos2t + Bsin2t + (1/3)sint, ddr A och B &r godtyckliga konstanter.

3. Lat @ vara uttrycket i uppgiften. Kéinda Taylorutvecklingar ger da

(2x + 4222 + - ) (a® — 25 /2 4+ )
(922/2! — 81x4 /4! + - - )2

Q

Division med z* i tdljare och nimnare ger

(2+4z/2!+ - )1 —23/24 ) 2 8

¢ - (9/2! — 8122 /4! + ---)2 —>81/4:871’

nar x — 0.

Svar: Griansvirdet blir 8 /81



4. Vi sétter
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nar n — oo.

Alltsa #r potensserien konvergent nér |z — 2| < 1 och divergent nér |x — 2| > 1. Vi har
kvar att undersdka z =1 och z = 3 (som loser |z — 2| = 1).

Vi undersoker
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och °°° | 1/n? &r kéind som konvergent. Dérfor konvergerar p(1) enligt jimforelsekriteriet.

Vi undersoker

w3 =y GO

3

n=1

som &r alternerande. Eftersom 1/(n?+1) avtar mot 0 niir n — oo #r p(3) konvergent enligt
kriteriet for alternerande serier.

Svar: Potensserien &r konvergent nér 1 < x < 3.

5. En liksidig triangel med sida a har en h6jd h som enligt Pythagoras sats satisfierar h% +
(a/2)? = a®. Detta ger h = v/3a/2. Arean av en liksidig triangel #r dérfor a-h/2 = v/3a%/4.

Enligt skivformeln ges volymen av f14 A(z)dz, dir alltsa A(x) = v/3x/4. Volymen blir
déarfor

[\/51;2/8};1 = 16V3/8 — V/3/8 = 15V/3/8.

Svar: 151/3/8.

6. Vi ser av figuren i uppgiften att h(t) kan beskrivas som h(t) =t —tu(t — 1) =t — (¢t —
Du(t—1) —1-u(t—1).
Av tabell framgar att t D 1/s%, 1-u(t —1) D e™%/s och att (t — Du(t — 1) D e™%/s%.
Detta ger oss h(t) D 1/s%2 — e *(s +1)/s°.

Vi siitter y D ¢ och har da 3 D s samt 3” D s2§. Laplacetransformering av ekvationen
ger darfor

(2 =1)g=1/s>—e%(s+1)/s°.
Eftersom s — 1 = (s — 1)(s + 1) har vi efter division

1 1

—S

s2(s—1)




Vi gor en partialbraksuppdelning:

) 1,1 o 11,1 )
p— —_—— 7—6 —_— o —

y s2 s2—-1 s2 s s—1
B 1+1 1 1 1 _S<—1 1 1 )C
N 2 2 s—1 2 s+1 © 2 s s—1

C —t+e/2—et)2—ult—1)(~1/(t—1)—1+¢€").

Svar: y(t) = —t+e'/2 —e /2 —u(t —1)(=1/(t —1) — 1 +¢t).
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