Losning till MVE 015 Analys i en variabel I, 5 p, 06 04 22.

Forkortningar

KE star for karakteristisk ekvation,

KK star for kvadratkomplettering,

PBU star for partialbraksuppdelning,

PI star for partiell integration.

1.

2.

(a)

[t = =[G

= [m (%LH)}:o — In(1/2) — In(1/3) = In(3/2)

Svar: In(3/2).
(b)
7T2 ™
/ VicosVidt = {s=/t, 25ds:dt}:/ 252 cos s ds =

0 0

= {PI}:[ZS’QSiHS]g—/ 4ssinsds =
0
= {PI}zO—([—élscoss]g—F/ 4cossds):
0

= —4drw+ [4sins|j = —47 — 0.

Svar: —4m.

Vi delar upp kroppen i cirkelskivor vinkelréita mot y-axeln och later A(y) vara arean av en
sadan. Radien i skivan &r for fix y koordinat x dir y = Va2 + 1, z > 0, dvs . = /92 — 1.
Detta ger oss A(y) = m2? = n(y?> —1). Nér o = 0 éir y = 1 och niir x = 1 &r y = V2.
Skivformeln ger nu att volymen &ar

v V2
/ Aly)dy = w/ 2 —1)dy = ry?/3 — y]Y? =
1 1

= 7(2v2/3-vV2—-1/3+1)=7(2-2)/3.

Svar: 7(2 — v/2)/3.

. Den homogena ekvationen har den karaktiristiska ekvationen 0 = r24+r—2 = (r—1)(r+2),

som har rétterna 1 och —2. Detta ger y, = Ae® + Be 2%, dir A och B #r godtyckliga
konstanter.

For att finna en partikulérlosning ansétts y, = z,e®. Inséttning av detta i ekvationen
ger efter forenkling z; + 3z, = 1, sa vi kan vilja z, = 2/3. Detta ger y, = ze”/3 och
y = Ae® + Be™ 2 4+ we=2%/3.

Svar: y = Ae” + Be 2% 4 ze® /3.



4. Vi har ingen formel for potensserieutveckling av tan z kring = = 0 sa vi forlinger uttrycket
med cosx och far att vi ska bestdmma a sa att

2 .
ze® cosx + asinx

fz) =

z2In(1 4 x) cos
har ett grédnsvérde ndr x — 0. Potensserieutveckling i téljare respektive ndmnare ger
s(1+z?+2t/24 )1 -2 -2 /4l + )+ a(x —2® /3! + 2° /5l +---)
$2($*$2/2+IE3/3*'-')(1*$2/2+$4/4!+"-) B
(14+a)x+(1/2+ 1/3'):5 +-
3+ -

flz) =

Av detta ser vi att vi ska vilja a = —1 och att gransvérdet da blir 1/2 + 1/3! = 2/3 nér
x — 0.

Svar: a = —1 och grénsvérdet blir da 2/3.
5. Vi ser att serien ir alternerande och att 1/(k(2k — 1)9%) avtar mot 0. Allstd &r serien
konvergent.

Satter vi
( k 2k

Zjl 2k( 2/{: -1)
ar den sokta summan 2f(1/3).
Vi har f(0) =0 och

o - S
(—1)kq2k+1

o0
= —27 = —arctanz,
prt 2k +1

dér den sista likheten, som #r giltig nér |z| < 1 hdmtats ur tabell. Detta ger

T dr

flz) = —/arctanxdx:{PI}:—xarctanx+/1+x2 =

= —zarctanz + In(1 4 2%)/2 4 C,
dar vi ska vilja C' = 0, eftersom f(0) = 0. Seriens summa &r alltsa
2f(1/3) = —2arctan(1/3)/3 + In(10/9).
Svar: —(2/3) arctan(1/3) + In(10/9).

6. Vi berdknar Laplacetransformen till f(¢) enligt definitionen och anvénder grafen for att se
att

f(s) = /OOO ft)e stdt = /01 e st dt + /12(2 —t)e St dt =

2
= {PI}=[-e/slg+ [~ (2~ t)e™/s]i /1 (e7*/s)dt =

= e /s+1/s+e s+ [e Pt =—e)s+1/s+e /s +e /s> —e /s
= 1/s+(e72 —e7%) /s>



Laplacetransformering av differentialekvationen y” +y = f, y(0) = 0, y'(0) = 1 ger s2q —
y'(0) + 3§ = f. Detta ger

$24+s4+e 25—
s2(s2+1)

Y=

Svar: f(s) =1/s+ (e 2 —e %) /s% och j(s) = (s> + s+ e 2 —e5)/(s2(s% + 1)).

7. (c) Vi delar in intervallet [0, 1] med delningspunkterna k/n, k = 0,...,n. Detta ger oss
undertrappan

n—1

S (k/m)(1/n) = (1/n2)((n — Dn)/2 = (1= 1/n)/2

k=0
och Gvertrappan

n

S (k/m)(1/n) = (1/n2)((n+ 1)) /2 = (1 + 1/n) /2.

k=1

Eftersom skillnaden mellan dessa ér 1/n och 1/n — 0 nér  — 0, kan det hogst finnas
ett tal mellan alla 6ver— och undertrappor. Alltsa finns integralen. Det enda tal som
ligger mellan alla ver och undertrappor av formen ovan #r 1/2, sa det ér integralens
vérde.

Svar: 1/2.
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