Losning till MVE 015 Analys i en variabel I, 5 p, 05 12 12.
Forkortningar
KE star for karakteristisk ekvation,
KK star for kvadratkomplettering,
PBU star for partialbraksuppdelning,

PI star for partiell integration.

1. (a)
/&dw = {sin2x:1—0052x}:/4_812;£2xdx:
dt
= {t=cosuz, dt:—sinxdm}:/M:
- {PBU}:i/(t_l2@)dt:iln‘i;;‘wLC
Svar: iln (m) + C dér C' ar en godtycklig konstant.
(b)
ZWW = {PI}:—[iarctant}jo—i—/lm(i'1itz)dt:
= {PBU}—O—l—arctan(l)—i—/loo(i—1_it2>dt—
— Z+;[ln‘1ft2ﬂfzz+(ln(l)1n(1/2))/2:z+;ln2.
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2. (a) Separation av variabler ger y//\/y = /(1 + x*), som integreras till

2/y = (1/2) In(1 + z?) + C. Eftersom y(0) = 1 har vi C' = 2.
Vi léser ut y och far y = ((1/4) In(1 + %) + 1)%.
Svar: y = (i In(1 4 22) + 1)

(b) Den homogena ekvationen har den karaktiristiska ekvationen 0 = r2—2r+1 = (r—1)2,
som har dubbelroten 1. Detta ger y, = (Az + B)e”.
For att finna en partikulérlosning ansétts y, = ax+b. Inséttning av detta i ekvationen
ger efter forenkling ax + (b—2a), sa vi ska vélja a = 1 och b = 2. Detta ger y, = v+ 2
och y = (Az + B)e®” + 2 + 2.
Villkoren 0 = y(0) och —1 = ¢/(0) ger nu 0 = B + 2 respektive —1 = A+ B + 1, sa
A=0och B=-2
Svar: y = —2e¢* + x + 2.

3. Man har den geometriska serien 1/(1+1) =1 —t+12 -3+ ...

Detta ger
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Svar: 1/5 — (z —4)/25 + (v — 4)2/125 — (z — 4)3/625.

. Viharel =1+¢t+12/2+3/31+ .- och sint =t —t3/3! + /5! + - ...
Detta ger att f(z) — f(0) = " —1 — 22sin(z?) —0 = (1/241/3)a8 + - - .

Fran detta foljer att (f(z) — £(0))/2® — (1/2 + 1/3!) > 0, niir  — 0. Det betyder att
f(z) — f(0) har samma tecken som 2% i niirheten av z = 0. Alltsa ett lokalt minimum i
z=0.

Svar: Lokalt minimum.

. Vi ser att serien r alternerande och att aj, = 1/(3(2k+1)22#+1) avtar mot noll nir k — oco.
Serien &r allsta konvergent enligt konvergenskriteriet for alternerande serier. Sétt

P(.T) — i (71)]6 x2k+1
Za32k+1)"

Vi ska da berékna P(1/2).

Derivering ger
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Eftersom P(0) = 0, ger integrering nu att P(x) = (1/3) arctan(z).
(Alternativt har man direkt fran formelbladet att P(z) = (1/3) arctan(z).)

Absolutbeloppet av seriens termer nummer k ar ay och
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nir k — oo. Alltsa ar serien absolutkonvergent enligt kvotkriteriet. (Alternativt kan man

siga att 1/2 ligger i det inre av P:s konvergensintervall och att serien dérfor dr konvergent. )

Svar: arctan(1/2)/3.

. Vi observerar att integralen &r 1 x y sa Laplacetransformering av ekvationen ger
- - 1.
sY+4y+5_7=1,
som ger
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Eftersom et O 1/(s+1) giller enligt forskjutningsregel att u(t—1)e= =1 > e75/(s+1),
sa
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Enligt invers Laplacetransformering och de bada forskjutningsreglerna ger detta

y(t) = wu(t—1) (%e_w_l) cos(t — 1)+ ge_z(t_l) sin(t — 1) — %e‘“‘”)

Svar: §j = sf/(s*4+45+5) och y(t) = u(t —1)(e2~*(cos(t—1)/2+3sin(t —1)/2) —e'~t/2).



7. (c) Med z(t) =2, y(t) = t3 har vi 2/(t) = 2t, y/(t) = 3t sa baglingden ges av

/1|(x'(t),y'(t))|dt = /1\/4t2+9t4dt:/1t\/4+9t2dt:
0 0

0

(2/3)(1/9)(1/2) [(4 + 9t2)3/2}(1) = (1/27)(13V13 — 8).

Svar: (131/13 — 8)/27.
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