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1. En stel rak stdng AB av langden L dr i &nden A

vridbart infdst i en liten vagn. Vagnen ror sig ,
. ¢ . C/\”

med konstant hastighet va 6ver ett horisontal-  --p=r-==r-rmemeo 5
plan som figuren antyder. Stdngen dr ocksa i 5 \\\\
kontakt med (och glider mot) ett horn C (som
figuren ocksa visar). C &r beldget pa hojden H
over A.

Bestdm beloppet av accelerationsvektorn for A\

(den stidngfixa) punkten C" som é&r i kontakt

med hornet C i det 6gonblick figuren visar, da alltsd stangens vinkel mot
horisontalplanet ar ¢. (10p)

Konstruera sté’mgens momentancentrum pé’l MomC
vanligt vis, och anvédnd trigonometri for att N
bestimma sidornas langder i den rdtvinkliga ,.6 NG
triangeln AC'MomC som i figuren till hoger.
AB:s vinkelhastighet kan vi da bestimma:
H v sin’
VA= T35 W = W= tash @
sin” ¢ H
sa rotationshastighetsvektorn &r
.2

VA sin
Enligt formelsamlingen dr den sokta accele- \\\\ \\\\\\\
rationsvektorn given av 4.2 Allmin plan rorelse, kinematik

. —z Om A och B iir koppsfixa punkter, 7 = AT och w iir kroppens
CLc'ZCLAerx(w><AC)—|—<,‘,v><AC fas
vu:v,\+vn,\=v\+wxr
au:a.\+a|x/\:a,\+w><(w><r)+u':><r

Har ar ap = 0 OCh e
— H H
AC' = ——eap = —— (e, cosp + €, sin )
sin ¢ sin ¢
Dessutom har vi
VA ION 2up va sin? o
W = e,—2sin ¢ cos —e. " Lsingpcosp-w=e, —sinpcosp ——— T
2 pCcosp - 2 g P oS - 7 pCcosy - H
_ 203
=e: sin® ¢ cos ¢
sa efter litet algebra har vi
Svar:
v% [ (3cos2p + 5)sintp
ac| =4 2
.
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2. Kapten Obsolet har glomt att han
stillde ett olglas (lattol, givetvis) pa
bilets tak innan han akte ivdg. Nar han
erinrar sig detta misstag under farden
blir han s& distraherad att han med
hastigheten vy rdkar koéra in i en
fjadrande buffert sa som figuren visar.

Mellan glas och biltak rdder den statiska friktionskoefficienten p. Bilens massa
(inklusive Kaptens massa) dr myp, och 6lglaset (med 14tt6l) har massan ms. Bufferten
har férsumbar massa, och fjaderkonstanten k. Kapten kommer sig inte for att bromsa,
sd bilen ror sig med férsumbart rullmotstdnd frdn underlaget.

Hur stor far uvo hogst vara for att 6lglaset inte skall borja glida under kollisions-
forloppet mellan bil och buffert? (10p)

Lat x vara fjaderns hoptryckning med x(0) = 0. S&
lange glaset inte glider har vi

—kx + Fr = mpZ

—Fy = ms *)

dér Fr ar friktionskraften mellan glas och bil. Eliminerar vi friktionskraften ur dessa tva
ekvationer far vi en svangningsekvation

k
T+ ——— =0
mp + Mg

(0) = vg, x(0)=0.

. vo . k
Losningen dr z(t) = —sinwt, w=/———.
w my + Mg

Det storsta varde som beloppet av accelerationen antar dr dé vo w. Enligt (*) ovan ar da

med begynnelsevillkoren

|Ff|max = Vg Mps W
Friktionsvillkoret kraver d& att
— uN > |F, — 19
Hmsg = pIN =2 | f|max =VvoMmsw = W = ()
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3.En plan homogen skiva av massan m ligger pa tva
horisontella cylindrar, som figuren visar. Cylindrarna,
bada av radien 7, och med avstdndet # mellan deras
respektive rotationsaxlar, bringas att rotera kring sina
horisontella symmetriaxlar med konstanta vinkel-
hastigheter, bdda av storleken Qo men inbdrdes
motriktade som figuren ocksa visar. Kontakten
mellan cylindrarna och skivan &r strdv, med den
kinetiska friktionskoefficienten u. Visa att skivan
kommer att kunna utfoéra fria svdngningar i
horisontalled, och bestdim svédngningens naturliga
frekvens. (10p)

Frildgg skivan:
— N1 — pNoy = mz (1)
T: mg— (N1 +N2) =0 (2)

@ NI4T+ No(3—F) =0  (3)

Detta kan skrivas (') : > X
- [Vi antar att Qo &r sa stor att frik-
_ _ — /
mr = p(Ny = Np) =0 (1 ,) tionskrafterna i de bada kontakt-
1 (N1 4 No) = mg — (2,) punkterna dr riktade som figuren
—5l(N1 = N2) = (N1 + No)z (3) anger]

.2
vilket strax ger oss T + R som ju dr en svangningsekvation med den naturliga

vinkelfrekvensen ¢

_ /2K
w = P

14
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4. Yy En cirkuldrcylindrisk homogen puck av massan m
roterar med vinkelhastigheten wy medan den glider

4____ L. ®P T friktionsfritt pa isen med tyngdpunktshastigheten vy,
a\,‘ som figuren visar. Pucken trdffar den striva sargen

1OPZ under infallsvinkel a enlig figuren. P4 grund av den

striva kontakten kan pucken inte glida mot sargen

/ C ¢"'U0
under stoten. Stotkoefficienten mellan puck och sarg ar e.

av
N

> 4

str

wo Efter stoten ror sig pucken vinkelritt mot sargen.
Vad maste den initiala vinkelhastigheten wo vara for att
detta skall vara mojligt? (10p)
Yy Lat oss beteckna x- resp. y-komponenten av stot-
w' impulsen fran sargen p& pucken med F;, resp. F),.
¥\ Impulslagen ger d& X O
T 0" — = F 1
4._7.\MC®P m(—v") — muvg cos « &
v AN m-0—muy sina = Fy ()
~ w medan impulsmomentlagen ger
¢ — N
T g (W' —wo) =7 F, . (3)
I kollisionspunkten P ger stotlagen
\'/w’ = Wwo P 0 _g(_@//> 8 ik
e = =
vpcosa— 0  wvpcosa (4)
dar vi anvant att vp = —0".
Eftersom kontakten mellan puck och sarg ar strdv och utan glidning maste vidare
0= ,UylglP = rw". (5)
2 h .
(2), (3) och (5) ger vo sina = 37wy (6)

Déarmed har vi villkoret pd den initiala Vinkelhastigheten wo . (Men vart tog (1) och (4)
vigen? De behovs bara for att bestimma " och F,, men dessa efterfrgas inte i upp-
giften.)

Svar:
A
wog = — sin «
T
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Ett hjul rullar utan glidning pa ett stelt orubbligt
horisontalplan enligt figuren. Hjulet, som har
radien r, & homogent och har massan m. De stela
axlarna, med matt enligt figuren till vanster, har
forsumbara massor, och den vertikala axeln roterar
med konstant vinkelhastighet wo. Hjulets tjocklek
kan férsummas.

Ett kroppsfixt koordinatsystem AXYZ med origo i hjulets masscentrum A &r givet i de
tvd hogra figurerna.

a) Bestam @(t). (2p)
b) Bestam (for hjulet) wx(t), wy(t) och wz(t). (3p)

c) Bestam (for hjulet) den yttre momentsummans X-, Y- och Z-komponenter. (5p)
Ledning c): Anvind Bulers ekvationer nedan.

Eftersom hjulet rullar utan glidning &r
Rwy =1 ¢(t),
sa, om vi godtyckligt sétter ¢(0) = 0, har vi

Eulers ekvationer
Ixwx — (Iy — Iz)wywz = XMy x

Iy wy — (Iz — Ix)wzwx = XMy

. Svar a):
Izwz — (Ix — Iy)wxwy = XMaz o(t) = ?th
AXYZ &r ett kroppsfixt
huvudtréghetssystem. N

Lat e, vara en riktningsvektor som pekar rakt uppat i figuren. D4 kan hjulets
rotationsvektor skrivas
w=-ey,wy+ez(—¢(t) =e,wy— ez W

och enligt figuren ldngst uppe till hger i uppgiften &r

ey * e, =cosp(t), ex » e, = —sinp(t).
Alltsa ar Svar b): R
wx(t) =ex » w=—wpsinp(t) = —wp sin(—wmﬁ)
r

R
wy (t) = ey » w = wpcosp(t) = wy cos| —wot
T

wz(t) =e w——Ew
z(t) = ez s n

Forts. pi niista sida. .
(Forts. ph whstn sida)  sifa6 av
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Hjulet ar (approximativt) en plan massférdelning, med
IAX = IAY = imrz, IAZ = %mr .
Enligt Eulers ekvationer dr da
1,2 1.2 1.2 R R, R
YMpax = gmrfwx + gmriwywz = ymre | ——wj cos| —wot | — —wq cos| —wot
T r r
R
r

YMpy = %lmrz Wy — %mr2waX =

SMpz = fmr?dz =0

sd vi far svaret

. R
Svar c): SMax = —smRrw? cos(—wot
T

N—

R
YXMpry = —%mRrwg Sin(—w0t>
r

YXMpz =0
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