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En homogen cirkuldr cylinder med massan
m och radien r kan rulla utan glidning pa
ett horisontellt golv. Cylinderns rorelse
bestdms av tvd sammanldnkade ldtta
stainger AB och BC, vardera av lingden 7.
7 LedernaiA, B och C ar friktionsfria.

Vid t = 0 startar systemet frén vila i ett lage dd @ = @, genom att en konstant vertikal
kraft av storleken Fo appliceras i B som figuren visar.

Bestdm cylinderns vinkelhastighet som funktion av vinkeln ¢. (10p)
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2. En plan homogen skiva av massan 3m kan glida friktionsfritt pa ett horisontellt golv.
Skivan dr medelst tva horisontella linjdra fjadrar fast i en orubblig vigg som figuren
antyder. Fjader-konstanten for var och en av fjadrarna &dr k. En homogen cirkulér
cylinder av massan m och radien R kan rulla utan glidning pa skivan. Skivan och
cylindern &r i vila i jamviktsldget nér skivan ges en liten impuls at hoger i figuren.
Stall upp lagom ménga ekvationer (utéver begynnelsevillkoren) for att rorelsen hos
skivan och cylindern dérefter skall kunna bestdimmas. (10p)

Observera att du INTE behéver LOSA varken ekvationssystem eller diffekvationer,
utan bara skall stdlla upp lagom manga!

Frildgg cylinder och skiva var for sig. Infor koordinater x1, x2
och ¢ enligt figuren. (De &r alla noll i jamviktslaget dar
fjadern &r ospand.) Kalla en punkt pd cylinderaxeln C.
Friligg och stdll upp rorelseekvationerna for respektive
kropp. Tre av dessa ekvationer dr

—>: mi’l =-H (1)

C: Ic$=HR (2)
och - 3mis = H — 2kxy  (3)
déar Ic = %mR2

Vi har ocksa ett anviandbart kinematiskt samband:

r1 =22+ Ro (4)
som forstds kan deriveras bdde en och tva
ganger.

Svar: De fyra ekv. (1), (2), (3) och (4)

racker (tillsammans med begynnel- 9k,
sevillkoren) for att bestimma de (%
fyra obekanta xi(f), x2(f), ¢(t) och
H(). 3m9¢
N
—
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3. En homogen cirkuldr cylinder av massa m och radien R kan
rulla utan glidning utfér ett slutande plan med lutnings-
vinkel a relativt ett horisontalplan. Cylindern sldpps fran
vila.

Bestam hastighetsvektorn (3p) och accelerationsvektorn (7p)
for den kroppsfixa punkten D pa cylinderns periferi,
markerad i figuren, i det dgonblick cylindern har rullat
precis ett varv.

Hastighetsvektorn = 0 (nollvektorn) eftersom cylindern rullar utan glidning.

[
x
[ MC: F-R= (2mR?)-

Ur ekvationerna (1) och (3) far vi = = % gsina.

Infor koordinatriktningar enligt figuren till vénster.
Rorelsekevationerna for cylindern ar

(¢ —F+mgsina=mz (1)

v N—mgcosa=m-0 (2)

(3)

|8l

) ) 2gsin «
Alltsa dr vinkelaccelerationen for cylindern w = Y I och séledes &r
2gsin «
t) = :
wt) = =35
gsina
t) = -t
w(t) = =33

dédr w dr cylindernas vinkelhastighet och ¢ den vinkel den roterat sedan den sldpptes fran
vila vid t = 0. Om tiden det tar for den att rulla ett varv fran vila ar t,, sd har vi

gsina 6 R
2 = t T ) — * t :> t T — .
™ = plitzn) 3R 77 2 \/ gsina

Dad cylindern rullat ett varv &r alltsd

8mgsin «
)= o [

2¢gsin «
3R
Nu kan vi rdkna fram den sokta ap mha formeln ag = ap + w X ﬁ +w X (w x ﬁ)

w(ﬁzﬂ-) = —€,

Lat A vara cylinderns MC, och B punkten D.
oD Yiehs 8 .
ap =a+w X MCD +w x (w x MC ):...:<0,§7rgsmoz,0>

Svar:

8
vp =0 ap = (0, gﬂ'gsina,()>
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4. Aﬁ? En liten kropp K med massan m glider friktionsfritt pd ett
dm || horisontalplan, med en hastighet av storleken v, riktad sa som
: anges i figuren,. Den kolliderar med en smal homogen stang AB,
: med massan 4m och lingden 44, i en (excentrisk) stot i punkten C
Sy angiven i figuren. Kontakten mellan K och AB antas friktionsfri, och
| stotkoefficienten dem emellan ar e.
ey i da
: Stall upp lagom manga skaldra ekvationer for att kunna bestimma
stdngens vinkelhastighet efter kollisionen. (10p)

m @ > P s  Observera att du INTE behover LOSA ekvationsystemet.

g
: 1 [Ledning: Inget yttre moment pd systemet (K + AB) m.a.p. hela

BY vv  systemets masscentrum under stoten. ]

Anvind ’ for att beteckna storheter omedelbart innan kollisionen, och ” for dito omedel-
bart efter. Vi har normal- och tangentriktningarna e, = e, e; = e,. Innan kollisionen géller

/ — —/

UK>n T UO UAB,H = 0
r _

vk =0 Uag =0

Uttryck hastigheten i C omedelbart efter kollisionen i termer av hastigheten for stdngens

masscentrum och stdngens rotationshastighet omedelbart efter kollisionen:

"o 7

Uon = UABn T WAB2 (%)
"o =

Uc,t = VABt

12 —// /!
VG =Uppg +Wip X (—aey) =

Friktionsfri kontakt mellan K och AB ger att v%’t = vkt, EXBJ = @AB,t. Alltsa:

7
UK,t - O

—11 .
UAB,t —

Rorelsemingden for hela systemet bevaras, och i x-led innebér det att
mug , +4mTxg , = muy (1)

Rorelsemadngdsmomentet m.a.p. hela systemets masscentrum, beldget i (0, — a/5) bevaras

ocksa, sd 4 1 2 4
mv%,nga + (Eélm(éla)2 + 4m <§) ) Whg = mvoga 2)

(F.S. och Steiner!)

Stotlagen sdger att
1/ /! =/ 1 1!
. Ucn — YK UABn T WABQ — Uk, 3)
v — 0 Vo

dar vi anvant (¥).

Svar: Ekwv. (1), (2) och (3) 4r lagom ménga ekvationer for att 16sa ut wWhg (och EXB,H, v%yn ,
men dessa tva senare efterfrdgas ej).
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5. Tre smala balkar, vardera med massan m och
langden #, har sammansvetsats till en triangel
enligt figuren. Tre axlar &r givna i figuren, med
origo O i triangelns tyngdpunkt. Undersok, for
var och en av de kroppsfixa X-, Y- respektive Z-
axlarna, om kroppens fria rotation kring resp.
axel dr stabil eller ej. (10p)

\ Ledning: Kolla forst om OXYZ é&r ett huvud-
moy troghetssystem, och bestdm troghetsmomenten

kring de tre axlarna.

Z X
Vi behover kolla om OXYZ iar ett huvudtroghetssystem
(s& att vi kan anvidnda Eulers ekvationer). m @
Eftersom Z = 0 i kroppen far vid direkt att Ixz och Iyz dr = @

in hos k XZ-planet Yoo

0. Spegelsymmetrin hos kroppen m.a.p. planet ger < m
sedan att dven Ixy = 0. Eftersom alla deviationsmomenten
alltsd &r noll, &r troghetsmatrisen diagonal, och systemet O ¢
OXYZ ir ett huvudtroghetssystem. o
Kroppen ér plan (ligger helt i XY-planet), sd Iz = Ix + Iv.
Numrera balkarna @, @O, @ som i figuren till hoger. my

Trefaldiga rotationssymmetrin kring Z-axeln ger oss
O_ 1O_ 7@
Iy=17=1;
Formelsamlingen tillsammans med Steiners sats ger

1 Lo 1
IZ@: Em£2 +m <§€sm60 ) = 6m€2
sa 1 1
I, =3 - Zml? = —ml?
7z=3 6m€ 2m€

Spegelsymmetrin i XZ-planet ger vidare att I )?) =1 §? , och formelsamlingen ger oss

1
1 )9 = EmZQ
Eftersom endast avstandet till X-axeln for respektive masselement spelar roll i integralen

I}?:/(YMZ?)dm:/ Y2dm
@ @
sé kan vi f4 Iy ur formelsamlingen som

1 /1\% 1
I)(?:—m (—€> = —mf?

3 2 12
Alltsd ar 1 1 1
Ix = —mf? + 2. —ml? = —ml?
X 12m + 12m 4m
) 1 1
och ddarmed Iy = Iy — Iy = §m€2 _ ZmEQ — Zm£2 =Ix

Vi har alltsd ett fall dar Ix = Iy och Iz = Ix + Iy. Precis som i (t.ex.) A17 kan du nu m.h.a.
Eulers ekvationer visa att rotation kring var och en av axlarna X, Y och Z &r stabil.  JJj



