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En homogen cirkulär cylinder med massan 
m och radien r kan rulla utan glidning på 
ett horisontellt golv. Cylinderns rörelse 
bestäms av två sammanlänkade lätta 
stänger AB och BC, vardera av längden 𝓁.  
Lederna i A, B och C är friktionsfria.                                           

Vid t = 0 startar systemet från vila i ett läge då φ = φ0, genom att en konstant vertikal 
kraft  av storleken F0 appliceras i B som figuren visar. 
Bestäm cylinderns vinkelhastighet som funktion av vinkeln φ.                                (10p)

1.
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2. En plan homogen skiva av massan 3m kan glida friktionsfritt på ett horisontellt golv. 
Skivan är medelst två horisontella linjära fjädrar fäst i en orubblig vägg som figuren 
antyder. Fjäder-konstanten för var och en av fjädrarna är k. En homogen cirkulär 
cylinder av massan m och radien R kan rulla utan glidning på skivan.  Skivan och 
cylindern är i vila i jämviktsläget när skivan ges en liten impuls åt höger i figuren. 
Ställ upp lagom många ekvationer (utöver begynnelsevillkoren) för att rörelsen hos 
skivan och cylindern därefter skall kunna bestämmas.          (10p)                                            
Observera att du INTE behöver LÖSA varken ekvationssystem eller diffekvationer, 
utan bara skall ställa upp lagom många!

och

där 
Vi har också ett användbart kinematiskt samband:

<latexit sha1_base64="6JDkUlOUhXouessbrJ6wubAcDN8="></latexit>

x1 = x2 +R� (4)
som förstås kan deriveras både en och två 
gånger.

<latexit sha1_base64="gL99FZH5muE8VUmeo8Ow5DSXBwY="></latexit>

IC = 1
2mR2

Svar:  De fyra ekv. (1), (2), (3) och (4) 
räcker (tillsammans med begynnel-
sevillkoren) för att bestämma de 
fyra obekanta x1(t), x2(t), φ(t) och 
H(t).                                                        

<latexit sha1_base64="OH9ZPWTZ9LNgdo/+0NGqfZBis9A="></latexit>8
<

:

!: mẍ1 = �H (1)
y
C: IC�̈ = HR (2)
!: 3mẍ2 = H � 2kx2 (3)

Frilägg cylinder och skiva var för sig. Inför koordinater x1, x2 
och  φ enligt figuren. (De är alla noll i jämviktsläget där 
fjädern är ospänd.) Kalla en punkt på cylinderaxeln C. 
Frilägg och ställ upp rörelseekvationerna för respektive 
kropp. Tre av dessa ekvationer är
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En homogen cirkulär cylinder av massa m och radien R kan 
rulla utan glidning utför ett slutande plan med lutnings-
vinkel α relativt ett horisontalplan. Cylindern släpps från 
vila. 
Bestäm hastighetsvektorn (3p) och accelerationsvektorn (7p) 
för den kroppsfixa punkten D på cylinderns periferi, 
markerad i figuren, i det ögonblick cylindern har rullat 
precis ett varv.

3.

Hastighetsvektorn = 0 (nollvektorn) eftersom cylindern rullar utan glidning.

Inför koordinatriktningar enligt figuren till vänster. 
Rörelsekevationerna för cylindern är 

<latexit sha1_base64="iuDIxLFSsiY4zk5eHw8iCDR5q5o="></latexit>8
>>>><

>>>>:

&: �F +mg sin↵ = mẍ (1)

%: N �mg cos↵ = m · 0 (2)

y
MC: F ·R = ( 1

2mR2) · ẍ
R (3)

Ur ekvationerna (1) och (3) får vi                          . 

Alltså är vinkelaccelerationen för cylindern                          , och således är 

där ω är cylindernas vinkelhastighet och 𝜑 den vinkel den roterat sedan den släpptes från 
vila vid t = 0. Om tiden det tar för den att rulla ett varv från vila är t2π, så har vi 

<latexit sha1_base64="bTAOZkebfd2wbdJ+AjE7k0wq6EY="></latexit>

ẍ = 2
3g sin↵

<latexit sha1_base64="RyvpxJNiuj3oTubdJGTt3JtJFIA="></latexit>

!̇ =
2g sin↵

3R
<latexit sha1_base64="/56xR8sqCzg3kccuB40uA2ZjPmI="></latexit>

!(t) =
2g sin↵

3R
· t

'(t) =
g sin↵

3R
· t2

<latexit sha1_base64="eOUWPmWKYRWtjFJAxTuYIY4Fz5w="></latexit>

2⇡ = '(t2⇡) =
g sin↵

3R
· t22⇡ ) t2⇡ =

s
6⇡R

g sin↵

Då cylindern rullat ett varv är alltså

Nu kan vi räkna fram den sökta aD mha formeln                                                                       . 
Låt A vara cylinderns MC, och B punkten D.

<latexit sha1_base64="Lo1Z9JfcIIJ5aWrMw1vZ/IVd5JE="></latexit>

!̇(t2⇡) = �ez
2g sin↵

3R
<latexit sha1_base64="C0l3FD8L8JTSTezNnuyWxOdfhKk="></latexit>

aB = aA + !̇ ⇥�!
AB+ ! ⇥ (! ⇥�!

AB)

Svar: 

<latexit sha1_base64="+Km0tmN88d9/VIVjwzaNbaXDhcs="></latexit>x

<latexit sha1_base64="/T1GapQdw05RvfyS3f3MF96Pdos="></latexit>y

<latexit sha1_base64="9xOJtT3o22kkCkhDFQVX1rJBRqk="></latexit>

aD = a+ !̇ ⇥���!
MCD+ ! ⇥ (! ⇥���!

MCD)

<latexit sha1_base64="h5NmLdGxlmm3MN0OWXqLv/dY0yQ="></latexit>

vD = 0

<latexit sha1_base64="qXyHHjYm7K5nLcwKIvXj5GFVRBE="></latexit>

= ... =

✓
0,

8

3
⇡g sin↵, 0

◆

<latexit sha1_base64="Vpuj+/hJnH2Swt7toAvOCAu+bRg="></latexit>

aD =

✓
0,

8

3
⇡g sin↵, 0

◆

<latexit sha1_base64="R+onreMJg32vOpcUcNByO84/pAI="></latexit>

!(t2⇡) = �ez

r
8⇡g sin↵

3R
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En liten kropp K med massan m glider friktionsfritt på ett 
horisontalplan, med en hastighet av storleken v0, riktad så som 
anges i figuren,. Den kolliderar med en smal homogen stång AB, 
med massan 4m och längden 4a, i en (excentrisk) stöt i punkten C 
angiven i figuren. Kontakten mellan K och AB antas friktionsfri, och 
stötkoefficienten dem emellan är e. 

Ställ upp lagom många skalära ekvationer för att kunna bestämma 
stångens vinkelhastighet efter kollisionen. (10p)

4.

[Ledning: Inget yttre moment på systemet (K + AB) m.a.p. hela 
systemets masscentrum under stöten.]

Observera att du INTE behöver LÖSA ekvationsystemet.

<latexit sha1_base64="XDk/atqxui69W9mvDMDdOkHvg3A="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="H8Z8qzOVvyA36fss4UWBlV7fdi8="></latexit>ey

Uttryck hastigheten i C omedelbart efter kollisionen i termer av hastigheten för stångens 
masscentrum och stångens rotationshastighet omedelbart efter kollisionen:

Friktionsfri kontakt mellan K och AB ger att                                                          Alltså:

<latexit sha1_base64="TL493kFSnLUqHP4DszY8GaMk1y0="></latexit>

v00
C = v00

AB + !00
AB ⇥ (�a ey)

<latexit sha1_base64="JtCsVWBek7i1xUBSVIe1C4OME/8="></latexit>

)

8
<

:

<latexit sha1_base64="DSaphxremNWC+ipnAmY0R9YQeLQ="></latexit>

v00C,n = v00AB,n + !00
ABa

v00C,t = v00AB,t
<latexit sha1_base64="TuhxpcX4M5QKf+usTTM5mQF163I="></latexit>

v00K,t = v0K,t, v00AB,t = v0AB,t.

Använd ’ för att beteckna storheter omedelbart innan kollisionen, och ’’ för dito omedel-
bart efter. Vi har normal- och tangentriktningarna en = ex, et = ey. Innan kollisionen gäller

<latexit sha1_base64="JtCsVWBek7i1xUBSVIe1C4OME/8="></latexit>

)

8
<

:

<latexit sha1_base64="7aSsB0e7UZW282gWAsInSDTrAxU="></latexit>

v0AB,n = 0

v0AB,t = 0

<latexit sha1_base64="JtCsVWBek7i1xUBSVIe1C4OME/8="></latexit>

)

8
<

:

Rörelsemängden för hela systemet bevaras, och i x-led innebär det att

Rörelsemängdsmomentet m.a.p. hela systemets masscentrum, beläget i (0, – a/5) bevaras 
också, så 

Stötlagen säger att

där vi använt (*).

Svar: Ekv. (1), (2) och (3) är lagom många ekvationer för att lösa ut           (och                       , 
men dessa två senare efterfrågas ej).

<latexit sha1_base64="zXUIhwsqdKcKEeKawJjMa6wytkQ="></latexit>

v0K,n = v0

v0K,t = 0

<latexit sha1_base64="ZECI4Si/vGjQJpxKysjDanE2Yfc="></latexit>

v00K,t = 0

v00AB,t = 0

<latexit sha1_base64="JtCsVWBek7i1xUBSVIe1C4OME/8="></latexit>

)

8
<

:

<latexit sha1_base64="OJ3vdwcJ3/EEKMGxTtrwCiBZf20="></latexit>

mv00K,n + 4mv00AB,n = mv0

<latexit sha1_base64="/jg7rxMgfXgPKaCvJhNT1DkmTls="></latexit>

e =
v00C,n � v00K,n

v0 � 0
=

v00AB,n + !00
ABa� v00K,n

v0

(*)

(1)

(2)

(3)

<latexit sha1_base64="QG6zbPPGfSObrLpmGMB+iRJTpQ0="></latexit>

mv00K,n
4a

5
+

✓
1

12
4m(4a)2 + 4m

⇣a
5

⌘2
◆
!00
AB = mv0

4a

5

<latexit sha1_base64="psfQ3fRYHG7czmIbPJ8YmKPmzn8="></latexit>

!00
AB

<latexit sha1_base64="65GXu/ggIZAbR403ZYe7rtu+PR0="></latexit>

v00AB,n, v
00
K,n

(F.S. och Steiner!)
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Vi behöver kolla om OXYZ är ett huvudtröghetssystem 
(så att vi kan använda Eulers ekvationer). 
Eftersom Z = 0 i kroppen får vid direkt att IXZ och IYZ är = 
0. Spegelsymmetrin hos kroppen m.a.p. XZ-planet ger 
sedan att även IXY = 0. Eftersom alla deviationsmomenten 
alltså är noll, är tröghetsmatrisen diagonal, och systemet 
OXYZ är ett huvudtröghetssystem.

<latexit sha1_base64="UnyAHo82pRYfLET/XhVJOaeEuR0="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="QArnVj77nCBMMTsajogR8+3+NzY="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="CY1p0cHEDLJWMNGh0lkxmGUaM4w="></latexit>

Z

<latexit sha1_base64="15bRx/ImSEgGdS1XhncznQhya14="></latexit>m

<latexit sha1_base64="15bRx/ImSEgGdS1XhncznQhya14="></latexit>m

<latexit sha1_base64="15bRx/ImSEgGdS1XhncznQhya14="></latexit>m

<latexit sha1_base64="4hrarrgrVKD6uWCRIByh2qrN4Q8="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="4hrarrgrVKD6uWCRIByh2qrN4Q8="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="4hrarrgrVKD6uWCRIByh2qrN4Q8="></latexit>

`

⓪

②
①

<latexit sha1_base64="zSTsB7xxIl+J8jw1h2TbNBvby80="></latexit>

O

Kroppen är plan (ligger helt i XY-planet), så IZ = IX + IY. 
Numrera balkarna ⓪, ①, ② som i figuren till höger. 
Trefaldiga rotationssymmetrin kring Z-axeln ger oss

Formelsamlingen tillsammans med Steiners sats ger

så

<latexit sha1_base64="UDbOyXAbJnvnPfF74FE3T9QzGTU="></latexit>

I�0Z = I�1Z = I�2Z

<latexit sha1_base64="cMlqRBW2JdVVO9GG0IE6U7U4sA0="></latexit>

I�0Z =
1

12
m`2 +m

✓
1

3
` sin 60�

◆2

=
1

6
m`2

<latexit sha1_base64="NZiR6Pgs09Kf5znRbbQPyGC/q3g="></latexit>

IZ = 3 · 1
6
m`2 =

1

2
m`2

Spegelsymmetrin i XZ-planet ger vidare att                  , och formelsamlingen ger oss

Eftersom endast avståndet till X-axeln för respektive masselement spelar roll i integralen

så kan vi få         ur formelsamlingen som 

Alltså är 

och därmed 

<latexit sha1_base64="ngXnG7PhHCuoOFhwzjCaPdKDyrk="></latexit>

I�1X = I�2X
<latexit sha1_base64="xJDD1uim2PZVTthVzxo89XhJ2gc="></latexit>

I�0X =
1

12
m`2

<latexit sha1_base64="gUEm4mhyjKXh9ATLyMue7ka833Y="></latexit>

I�1X =

Z

�1
(Y 2 + Z2) dm =

Z

�1
Y 2 dm

<latexit sha1_base64="aD1iNbLtytvhH0fLGpY5aQKk7Is="></latexit>

I�1X
<latexit sha1_base64="eL09ANKhES/G01iIbQFytoC1T4k="></latexit>

I�1X =
1

3
m

✓
1

2
`

◆2

=
1

12
m`2

<latexit sha1_base64="nldeILHkD3XMpM6VAJ5ZV3ysFqc="></latexit>

IX =
1

12
m`2 + 2 · 1

12
m`2 =

1

4
m`2

<latexit sha1_base64="P0kzTJ08sEFYOaimzxxZer/RjUs="></latexit>

IY = IZ � IX =
1

2
m`2 � 1

4
m`2 =

1

4
m`2 = IX

Vi har alltså ett fall där IX = IY   och IZ = IX + IY. Precis som i (t.ex.) A17 kan du nu m.h.a. 
Eulers ekvationer visa att rotation kring var och en av axlarna X, Y och Z är stabil.

Tre smala balkar, vardera med massan m och 
längden 𝓁, har sammansvetsats till en triangel 
enligt figuren. Tre axlar är givna i figuren, med 
origo O i triangelns tyngdpunkt. Undersök, för 
var och en av de kroppsfixa X-, Y- respektive Z-
axlarna, om kroppens fria rotation kring resp. 
axel är stabil eller ej.                (10p)

Ledning: Kolla först om OXYZ är ett huvud-
tröghetssystem, och bestäm tröghetsmomenten 
kring de tre axlarna.

<latexit sha1_base64="UnyAHo82pRYfLET/XhVJOaeEuR0="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="QArnVj77nCBMMTsajogR8+3+NzY="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="CY1p0cHEDLJWMNGh0lkxmGUaM4w="></latexit>

Z

<latexit sha1_base64="15bRx/ImSEgGdS1XhncznQhya14="></latexit>m

<latexit sha1_base64="15bRx/ImSEgGdS1XhncznQhya14="></latexit>m

<latexit sha1_base64="15bRx/ImSEgGdS1XhncznQhya14="></latexit>m

<latexit sha1_base64="4hrarrgrVKD6uWCRIByh2qrN4Q8="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="4hrarrgrVKD6uWCRIByh2qrN4Q8="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="4hrarrgrVKD6uWCRIByh2qrN4Q8="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="zSTsB7xxIl+J8jw1h2TbNBvby80="></latexit>

O

5.


