1. De fyra hornen av en tunn homogen och kvadratisk plat med sidan 2a viks upp sé att de
bildar fyra trianglar vinkelrdta mot xy-planet som pldten ursprungligen ldg i. Bestam
masscentrums koordinater for den vikta platen i det koordinatsystem Oxyz som visas i den

hogra figuren. (10p)
Yy
O" ~~§
" ‘;
a &~ S.
I" “‘
< - ol
~s~ O "
a \s ""
s\ "'
x“"
a
Platen innan hérnen viks upp. Pléten efter vikning.

Vi kan hédr rdkna pa areorna i st f massorna. Av symmetriskél (spegelsymmetri i yz- resp i xz-
planet) ar

z2=0=7y

De uppvikta hornen har vart och ett arean

och deras masscentra har alla z-koordinaten

= 1
Zn = 3
eftersom en triangels masscentrum enligt formelsamlingen ligger pa en tredjedel av triangelns
hojd.
Den del av pldten som ligger kvar i xy-planet (sa att dess masscentrum har zZn = 0 ) ar kvadra-

tisk med arean
AEI = (\/5&)2 = 2@2

Vi har da enligt formeln for masscentrums ldge f6r en sammansatt kropp:
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2. Ett stravt homogent rédtblock av massan m hélls i jamvikt, i det
lige som figuren visar, med hjdlp av tva strdva homogena
cirkuldra cylindrar vardera av massan my. Friktionskoefficienten =~ A
mellan rédtblocket och cylindrarna i kontaktpunkterna B och B &
ar p. Friktionskoefficienten mellan cylindrarna och de tv4 strava
sluttande planen i punkterna A och A’ dr ocksa p. Planen bildar,
som figuren visar, vinkeln a mot ett horisontalplan.

le

: Symmetriplan

Vi vill kunna bestdimma hur stor m hogst far vara om jamvikt skall vara mojlig. Du far anta att
glidning forst sker i punkterna B och B’, och att systemet dr helt symmetriskt kring

symmetriplanet som skissats i figuren.

Stdll upp lagom ménga ekvationer for att bestimma hur stor m hogst far vara om jamvikt

skall vara méjlig! [Du behover inte LOSA ekvationssystemet!]

(10p)

Frilagg ratblocket respektive den vanstra cylindern. Betrakta grdnsen till glidning, som alltsa
forst uppnas i B. Lat oss kalla cylinderns centrum for C, och dess radie for r.

NII1: 2Fp —mg=0 (1)
fullt utv. friktion i B : Fs =uNg (2)
¢ divideras bort efcersom den
“ i v glvew i \AP?QL'&S“X&W
( C: o Fas— Fex=0 (3)
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Fi «—N: NIIt: Nacosa— Fg — Fasina—mog=0 (4)
Fp NII —: Nasina+ Facosa— Ng =0 (5)
NA mog
| friktionsvillkor i A : Fpn < uNp  (6)

Ekvationerna (1), (2), (3), (4), (5) dr lagom madnga ekvationer for att kunna bestimma de fem
obekanta m, Fa, Fs, Na, N, och alltsd speciellt f6r att bestimma den s6kta maximala massan m.
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Svar: Ekvationerna (1), (2), (3), (4), (5).

Kommentar: Angéende olikheten (6), s& kan man kontrollera att den dr uppfylld nar man 16st ut Fa och Na.



3. En pulkadkare startar Y
fran vila i punkten A i
figuren. Pulkan glider A R

friktionsfritt i den cirkel- 22, L':/ R e
formade backen &nda till A5,
punkten B dar pulkan B z O

med dkare Gvergdr till en
kastrorelse, och sedermera
landar i punkten C.

Bestdm storlek (6p) och riktning (4p) av ekipagets hastighetsvektor Ggonblicket innan
landningen.

Energilagen for rorelsen fran A till B ger pa vanligt vis

mo(~Reos5° —0) + ym(uh —0) =0 = vs = \21gR =/VagR

Energilagen for rorelsen fran B till C ger (eftersom B och C &r p4 samma hojd)

UC:UB:\/ﬂgR

Elevationsvinkeln for starten av kastrorelsen i B dr (se figuren!) 45°. Kastparabeln dr symmetrisk
kring sin maxpunkt, sa banan lutar lika mycket i C, men med rorelseriktningen nedat.

Svar: a) vc = \/ \/igR

b) 45° nedat at hoger i figuren.



4. En partikel med massan m skjuts ivdg med
begynnelsehastigheten vp ldngs insidan av en fix
cylinder med radien R. Partikeln avfyras fran
cylinderytans ldgsta punkt, och ror sig i ett
vertikalplan. Mellan partikeln och viggen rdder
kinetisk friktion med friktionskoefficienten p.
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Bestdm

a) en ordindr differentialekvation for vinkeln @(t) angiven i den hogra figuren (6p)

b) ett villkor (pa @ och dess derivator) for att partikeln inte &nnu skall ha tappat kontakten
med cylinderviggen. (4p)

[Svaren i a) och b) fir innehalla parametrarna R, u, och tyngdkraftaccelerationen g (men inga
andra parametrar). ]

Frilagg partikeln och still upp Newtons andra lag for partikeln. Anvdnd naturliga riktningar:

N ( NII “ n: N —mgcosp =mRp* (1)

\Q‘/F 4 NII N\ t: —F —mgsing =mRp (2)

| Kinetiskt friktionsvillkor : F=uN (3)
Los ut N ur ekvation (1): N = mRp? + mg cos ¢

Anvind sedan friktionsvillkoret (3) i ekvation (2) (med detta N):
—p(mRp?* + mg cos p) — mgsin p = mR@
Dividera alla termer med mR och snygga upp litet:
@+ p’ + %(ucow +sinp) =0
vilket alltsd &r svaret pd a).

Villkoret vi soker i b) fas av att normalkraften maste vara positiv for att partikeln skall vara i
kontakt med cylinderns inre yta, vilket kan uttryckas (se uttrycket for N hérlett ur (1) ovan!):

2 9
= >0
© +Rcosgo

Svar: a) @+ up> + %(ucosgo+sincp) =0

b) ¢2+£coscp>0
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5. En initialt horisontell, ”“masslos” stel stdng av N
langden 3a kan rotera friktionsfritt kring en fix
punkt A; se figuren! Punkten A &r placerad pa
avstindet a frdn stdngens ena dnde. Tva kroppar,
den ena av massan 2m, den andra av massan m,
hanger fran stangen medelst l4tta stela stanger. Den
tyngre kroppen ér fast i en ddmpare (ddmpkonstant
c), medan den ldttare dr fdast i en fjader
(fiaderkonstant k) som figuren antyder. I det ldge
som visas i figuren dr fjadern ospand.

Bestdm den naturliga vinkelfrekvensen for detta
system vid sma svangningar. (10p)

P i sen.
Hiir avees den oA ade vinkelfrekvew

%

Lat x(t) vara forskjutningen av den hégra kroppen uppét fran jamviktsldget, och lat y(t) vara den
véanstra kroppens forskjutning nedat fran jamviktsldget. D& inses ldtt att vi har ett kinematiskt
villkor for smé utslag;:

x(t) =2y(t) = z(t) =29yk) = () =24() (1,2,3)
Frildgg den masslosa stangen. Eftersom den &r ett “masslost element” far vi en ekvation som ”ser
ut som” en momentjimviktsekvation kring A: T Va
2 2a
A: Fy-a—F1-2a=0 = Fy,=2F, 4) & a IA )
Pga “masslésheten”! -j\ Ha F
Fy
Frildgg sedan de bada kropparna och stall upp NII f6r var och en av dem:
Vinstra kroppen \L: _F2 + ng —C- y =2m y (5)
Hogra kroppen T: Fl — kx —mg = ml’ (6)

Multiplicera de bada leden i ekvation (6) med 2 och addera ledvis till ekvation (5):
(2F1 — F2) + (2mg — 2mg) —c - i@ —2kx =2m - 1& +2mi
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Hyfsas till: Z + - T + %CE = 0, s genom jamforelse med standardformen av svingnings-
ekvationen far vi
. 2k

we = —
3m

€) massios: 2k

e — Svar: w = \/ —

g 3m -

Alternativ 16sning: Stéll upp lagen for rorelsemadngdsmomentet f6r systemet stdng+ bada
massorna.



