Tillampad matematisk statistik LM A521
Losningar tentamen 2022-04-13
Redovisa l6sningarna i detalj. Rékna exakt sa langt som mdjligt. Svaret kan ges nume-

riskt /approximativt.
OBS: Uppgiftstext pa flera sidor.

1. (2+2+3 poéng) Antag vi har tvd héndelser A och B och antag
P(A)=03, P(B)=04, P(AUB)=0..

(a) Ar hindelserna A och B oberoende? Motivera ditt svar.
(b) Berdkna P(B | A).
(c) Berdkna P(A | B°).
Losning:
(a) Additionssatsen:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B),
da ar P(ANB) =0.3+0.4 — 0.5 =0.2. Men
P(A)-P(B)=0.12# P(AN B),
sa A och B é&r inte oberoende.
(b) Betingad sannolikhet:

P(BNA)
P(A)
0.2

=— =2/3~0.67.
0.3 /

P(B[A)=

(c) Betingad sannolikhet:

. P(ANBC)  P(4)- P(ANB)
P(4|B%) = —p5rpoy = = 1= p(5)
_03-0.2

0.6

=1/6~0.17.

2. (24243 poing) I en fabrik finns tva olika maskiner. Antalet ganger maskin A gar
sonder under ett givet ar kan antas vara Poissonférdelat med véntevirde 4, och antalet
ganger maskin B gar sonder under ett givet ar kan antas vara Poissonfordelat med
vantevarde 1. De tva maskinerna gar sonder oberoende av varandra.

(a) Berédkna sannolikheten att maskin A gar sonder fler 4n eller lika med tva ganger
under ett givet ar.

(b) Berékna sannolikheten att det totala antalet maskinfel fran de tva maskinerna
under ett givet ar ar hogst tre.

(c) Anta att varje gang maskin A gar sonder kostar det 900 kronor for att repareras,
och varje gang maskin B gar sonder kostar det 1500 kronor. Berdkna véintevéirdet
och standardavvikelsen for den totala kostnaden under ett ar.



Losning: Lat X; € Po(4) vara antal ganger maskin A gar sonder, och X9 € Po(1)
antal ganger maskin B gar sonder.

(a) Vi har
P(Xl>2)—1—<P(X1=0)—|—P(X1:1))
—440 6_441
:1—T—T%0.91

(b) Lat Y = X + X5 vara det totala antalet maskinfel under aret. Vi vet att Y €
Po(4 4 1) =Po(5), sa

e P50  e7d5l  e7h52 o553
+ +

o T 91 3!
~ 0.265,

P(Y <3)=

(Man kunde istéllet rékna ut alla separata situationer och summera dem, men
det &r mycket mer arbetskrévande!)

(c) Lat K vara den totala kostnaden under aret, sa att K = 900X; + 1500X5. Vi
har

E(K) = 900 - E(X1) + 1500 - E(X3) = 3600 + 1500 = 5100 kronor.
Eftersom X7 och X5 ar oberoende har vi
Var(K) = 9002 - Var(X;) + 1500% - Var(Xs) = 9007 - 4 + 15002 - 1 = 5490000

och da

S(K) = v/Var(K) = v/5490 000 = 2 343 kronor.

3. (2+3 poéng) Tio oberoende métningar av en normalférdelad stokastisk variabel med
odnt vantevirde p och okénd standardavvikelse o gav virdena

82, 84, 78, 73, 79, 81, 76, 84, 91, 83.

Medelvéardet for stickprovet &r T = 81.1 och stickprovsstandardavvikelsen berédknades
till s = 5.0.

(a) Ge ett tvasidigt symmetriskt 95%:s konfidensintervall for p.
(b) Ge ett tvasidigt 95%:s konfidensintervall for o.

Losning:

(a) Tvasidigt 95%:s konfidensintervall for p. Vi anvinder t-fordelningen eftersom o
ar okdnd och n < 30.

T=811, s=50, ti_q/(v)="toors(9) =226 (fran a = 0.05 kolumn).

Intervallet ar

5.0 .
81.1—-2.26- —, 81.1 +2.26 - — | = (77.5, 84.7).
< V10 V 10) ( )



(b) Tvasidigt 95%:s konfidensintervall for ¢. Vi anvinder x2-férdelningen.

Xi/?(y) = X%.025(9) = 190237 X%_Q/Q(V) = X(2)_975(9) = 2.700.

9.5.02 \/9-5.02
—(3.4,9.1).
(\/19.023’ 2.700) (3-4,9.1)

Intervallet ar

4. (5 poang) En klass med 40 studenter ska delas upp i projektgrupper om fem personer.

P& hur manga sitt kan grupperna bildas? (Svaret kan ges pa exakt form och far lov
att innehalla fakulteter)

Losning: Forst véljer vi de fem studenterna i den forsta gruppen. Det finns (450)
satt att gora sa. Sedan har vi 35 studenter kvar och véljer fem av dem for den andra

gruppen, o.s.v. Vi far dérfor (enligt multiplikationsprincipen)

40\ 35\ (30\ 25\ (20\ 15\ (10 (5Y\ _ 40!
5 5 5 5 5 5 5 5/ (51)8
Men ordningen av grupperna ar inte viktig, s nu dividerar vi med 8! fér att inte ta

hénsyn till den, och far

40!
—  =4.7-10%
(51)8 - 8!

olika sétt att bilda projektgrupperna.

. (244 poéang) Anta att livslangden i timmar for en viss typ av glodlampa &r en kon-
tinuerlig stokastisk variabel med foljande frekvensfunktion:

fay = dame w20
0, z < 0.

(a) Vad ar sannolikheten att en given glodlampa fungerar langre dn 500 timmar?

(b) Anta att vi har 1000 sadana glédlampor som fungerar oberoende av varand-
ra. Vad ar approximativt sannolikheten att den genomsnittliga livslangden av
glédlamporna blir mellan 440 och 460 timmar?

Losning;:

(a) Observera att livslangden, X, dr exponentialférdelad med parameter A = 1/450.
Da &r

P(X >500) =1—P(X <500) =1—F(X)=1—(1—e 049 (.33

Det gar ocksa att 16sa uppgiften fran borjan:

/°° ie%/@o dr = [ B 61/450} =0 — (—e™P00/450) ~ .33
500 450 500

(b) Lat Y vara den genomsnittliga livslingden av 1000 glodlampor,

it X

Y =""=1000



Enligt centrala gransviardessatsen ar Y approximativt normalférdelad med
5(X)

vn
Vi har E(X) =1/X =450 och S(X) = 1/X = 450, vilket betyder att

pw=FE(X)ocho=

Y ~ N(450,450/+/1000) = N (450, 14.23).
Darfor har vi

P(440 < Y < 460) = P(Y < 460) — P(Y < 440)

460 — 450 440 — 450
R P(Z < 14.23 )= P(Z < 14.23 )
= 20(0.70) — 1 =2-0.7580 — 1
= 0.516.

6. (3+3 poing) Ett foretag har utfort ett fullstédndigt faktorforsok for att undersoka hur
faktorerna A, B och C paverkar deras produkt. Resultaten syns i tabell 1.

Forsok | A
1

C | resultat
+ 2.01
+ 1.82
+
+

+
+ +|w

1.94
1.75
2.04
- 1.85
2.05
- - - 1.73

—+

+

0O ~J O Ut = W N
—+
oo

Tabell 1: Fullstindigt 23 faktorforsok.

(a) Berdkna huvudeffekten l4 och samspelseffekterna 45 och lapc.

L&sning:
Ly — 2.014+1.94+2.04 + 2.05 ; 1.82 —-1.75—-1.85—-1.73 09995
g — 201+1.75+2.04+1.73 ; 1.82 —1.94 — 1.85 — 2.05 — 0.0325
Ligc = 2.014+1.754+1.85+2.05 ; 1.82 —-1.94 —2.04 — 1.73 — 0.0325

(b) Antag man har ytterligare tva faktorer D och E, men man kan bara gora atta
forsok sa man gor ett reducerat faktorforsck. Om man har generatorerna D =
AB och E = BC, vilka alias far A och vad blir upplésningen?

Lésning: Orden blir Iy = ABD, I, = EBC och I3 = I11s = ABDEBC =
ACDE. Langden pa kortaste ordet ar tre, s upplosningen blir I77. Alias till A
blir Al = BD, AI, = ABCFE och Al3 = CDE.



7. (14+2+2 poéng)

En viss typ av fluortablett skall innehéalla 0.5mg fluor. For att kontrollera att tillverk-
ningsprocessen ér i statistisk kontroll tar man med jaimna mellanrum ut en provgrupp
pa 3 tabletter och kontrollerar méngden fluor. Vid 10 méttillféllen far man féljande
resultat:

Mdttillfalle | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.49 048 0.51 051 0.52 0.50 0.51 0.50 0.49 0.48
0.50 0.51 049 049 0.51 0.51 051 049 048 0.46
0.51 0.51 0.53 0.50 0.50 0.52 0.51 0.48 0.47 0.50

Z; 0.50 0.50 0.51 0.50 0.51 0.51 0.51 049 048 0.48
R; 0.02 0.03 0.04 0.02 0.02 0.02 0 0.02 0.02 0.04
S 0.01 0.017 0.02 0.01 0.01 0.01 0 001 0.01 7?7

I tabellen star z; for provgruppsmedelvirde, R; for provgruppens variationsbredd,
och s; for provgruppens standardavvikelse.

(a)

(b)

Beridkna det saknade s; vardet for den tionde och sista provgruppen.
Losning: s1g = \/((0.48 —0.48)2 4+ (0.46 — 0.48)2 + (0.5 — 0.48)?) /2 = 0.02

Anvind z; och R; vérdena for att berdkna styrgrinser (kontrollgranser) for
lampliga diagram for att avgora ifall processen ar i statistisk kontroll. Ar pro-
cessen i statistik kontroll? Riknehjilp: = 0.499 och R = 0.023.

Losning: Provgruppsstorleken dr 3 sa gréanserna blir K, = 0.499 — 1.023 x
0.023 = 0.475 och Ky = 0.499 + 1.023 x 0.023 = 0.523 for z diagram, och
K, = 0och Kz = 2.575x0.023 = 0.059 for R-diagram. Processen ér i statistisk
kontroll eftersom alla Z; och R; virden &r inom grénserna.

Gor samma sak som i deluppgift b, fast anvind nu x; och s; vardena i stéllet.
Blir det samma slutsats med de olika metoderna? Om du ej gjort deluppgift a
sa far du 16sa uppgiften baserat pa de 9 férsta provgrupperna istéllet.
Losning: Vi har 5= 1%, 5;/10 = 0.0117. Gréinserna blir K,, = 0.499 —1.954 x
0.0117 = 0.476 och K = 0.499 +1.954 x 0.0117 = 0.522 for z-diagrammet, och
K, =0 och Ky = 2.568 x 0.0117 = 0.030 for s-diagrammet. Aven denna metod
ger att processen &r i statistisk kontroll.

8. (54242 poidng) Ett foretag skall kopa in ett parti pa 6000 reklampennor. De anvénder
en dubbel provtagningsplan for att avgora ifall de skall acceptera partiet eller inte. I
ett forsta urval kontrolleras 50 pennor, och partiet accepteras ifall 2 eller farre pennor
ar defekta. Om 5 eller fler 4r defekta avvisas det. I 6vriga fall gar man vidare till ett
andra urval. I det andra urvalet kontrolleras 50 ytterligare pennor. Om totala antalet
defekta i urval 1 och 2 &r fler &n eller lika med 5 avvisas partiet, och om totala antalet
defekta i urval 1 och 2 &r mindre &n eller lika med 4 sa accepteras partiet. Antag nu
att felkvoten i partiet &r p = 0.06.

(a)

Vad &ar sannolikheten att partiet accepteras?



Losning: Binomialapproximation ger

L(0.06) = P(d; = 0) + P(dy = 1) + P(dy = 2)
+P(dy = 3)P(dz = 0) + P(d1 = 3)P(dz = 1) + P(d1 = 4)P(d2 = 0)

50 50 50
= ( 0 )0.0600.9450 + < ) >O.0610.9449 + ( 0 >O.0620.9448

50 50 50 50
>0.0630.9447< >0.0600.9450 + ( 3)0.0630.9447< ) )0.0610.9449

(5
+ <5f> 0.06%0.94%6 <500> 0.06°0.94%° ~ 0.468.

+

[an)

(b) Vad blir ASN och ATI?
Losning: Sannolikheten att man gar vidare till urval 2 ges av

50 50
P(dy =3)+ P(dy = 4) = < 3 )0.0630.9447 + <4 >0.0640.9446 ~ 0.40435.

Dérfor blir ASN = 50 + 50 x 0.40435 = 70.2175.
Vi har A = P(dl = O) + P(d1 = 1) + P(dl = 2) ~ 0.416 och Ay = L(OOG) —
A =0.052. Sa

ATT = nj Ay + (77,1 + nQ)AQ + N(l — A — Ag)
=50 x 0.416 + 100 x 0.052 + 6000 x (1 — 0.416 — 0.052) = 3218.

(c) Viser att det &r tre defekta pennor i urval 1. Givet detta, vad 4r den betingade
sannolikheten att partiet avvisas?

Losning: Om d; = 3, sa avvisas partiet ifall do > 2. Sa den sokta betingade
sannolikheten blir

50 50
1-P(dy=0)—P(dy=1)=1- <0 >0.0600.9450 — ( . )0.0610.9449 ~ 0.810.

Motivera eventuella approximationer.

Lycka till!



