Tillampad matematisk statistik LM A521
Losningar Tentamen 2022-01-11

1. (2+2 poiang) Annika spelar ett bordsspel och kastar tva symmetriska 20-sidiga tér-
ningar (numrerade fran 1 till 20). Tarningarna antas oberoende. Lat A vara héndelsen
att hon far mer &n eller lika med 16 pa den forsta tdrningen, och B att hon far mer
an eller lika med 16 pa den andra térningen. Berdkna

(a) P(AUB),
(b) P(ANB | AUB).

Losning:
(a)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (additionssatsen)
= P(A)+ P(B)— P(A)- P(B) (oberoende)
11 117
SR AT
(b)

P((ANB)N(AUB))

P(ANB|AUB) = PAUB) (betingad)
_ P(ANnDB)
- P(AUB)
T 1
= % =5 (se a-uppgiften).

2. (2+4 poing)

(a) Ien urna finns tva grona och atta réda bollar. Man drar slumpméssigt tre bollar

fran urnan (utan aterlaggning). Vad ar sannolikheten att man far exakt en gron
boll?

(b) I en stor lada finns 200 grona och 800 roda bollar. Man drar slumpmaéssigt 15
bollar fran ladan (utan aterldggning). Vad &r sannolikheten att man far hogst
tva grona bollar?

Lampliga approximationer kan anvindas.

Losning:

(a) Lat X vara antalet grona bollar i urvalet fran urnan. X € Hyp(10,3,0.2).
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(b) Lat Y vara antalet grona bollar i urvalet fran ladan. Y € Hyp(1000,15,0.2).

Eftersom n/N = 15/1000 < 0.1 kan den hypergeometriska fordelningen approx-
imeras med binomialférdelningen. Y dr approximativt Bin(15,0.2).

P(Y <2 =PY =0)+P(Y =1)+ P(Y =2)

1 1 1
= <05> .0.29.0.81° + (f’) .0.21 0.8 + (;) .0.22.0.83

= 0.035 + 0.132 4 0.231 = 0.40.



3. (14243 poéng) Man har gjort 10 oberoende métningar av en normalférdelad stokas-
tisk variabel med oként vantevarde p och okdnd standardavvikelse o. Fran stickprovet
har man beréknat féljande summor:

10 10
» ;=332 och > a7 =11098.
=1 =1

(a) Berdkna stickprovsmedelvirdet T och stickprovsstandardavvikelsen s.
Om du ej 16st deluppgift a, sétt in egna rimliga viarden i deluppgifter b och c.

(b) Berékna ett tvasidigt symmetriskt 99%:s konfidensintervall for p.
(c) Berikna ett ensidigt uppat begransat 99%:s konfidensintervall for o.

Losning;:

(a) Stickprovsmedelvirdet och -standardavvikelsen.

332 11098 — 3322
TO = 332, S = 107_110 =V 84 (: 29)

x
(b) Tvasidigt 99%:s konfidensintervall fér p. Vi anvinder ¢t-férdelningen eftersom o
ar okint och n < 30.
T =332, s=+V84, tl—a/Q(V) = t0,995(9) = 3.25.

Intervallet ar

/8.4 /8.4
(33.2 —3.25- 10 33.2+3.25- 10) = (30.2,36.2) .

(c¢) Ensidigt uppat begriansat 99%:s konfidensintervall for o.

X%fa(y) = X(%,gg(g) = 2.088.

Intervallet ar

(10-1)-84)
[0, 2088) = [0,6.0).



4. (242+3 poidng) Antalet jordbéavningar i ett visst omrade under ett ar kan antas
folja en Poissonprocess med parameter A = 0.5. Det innebér bland annat att antalet
jordbavningar under ett ar ar Poissonfordelat med parameter A = 0.5, och att antalet
jordbdvningar under olika ar dr oberoende. Dessutom innebéar det att vid en given
tidpunkt &r tiden till nésta jordbévning exponentialférdelad med vanteviarde 2 ar,
och tiderna mellan jordb&vningarna &r oberoende exponentialférdelade stokastiska
variabler med vantevirde 2 ar.

(a) Berdkna sannolikheten att hogst tva jordbavningar intréffar i omradet under
ett givet ar.

(b) Om en jordbédvning intréffar idag, vad ar sannolikheten att vintetiden till nista
jordb&vning blir kortare &n sex manader?

(c) Forskare vill studera jordbavningarna i omradet under lang tid. Berdkna ap-
proximativt sannolikheten att ndsta 50 jordbavningar intraffar inom 70 &r.
Losning;:

(a) Lat X vara antalet jordbavningar i omradet under ett ar. X € Po(0.5).

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)

e 02.0.5% e 02.05" e02.0.5°
TS TR

= 0.607 + 0.303 4 0.076 = 0.986.

(b) Lat Y vara vintetiden mellan jordbévningar. Vi har Y € Exp(0.5).
P(Y <0.5)=F(Y)=1-¢9%505 =0.221.

(¢) Man kan anvdnda normalapproximation av Poissonférdelning. Eller CGS ap-
proximation enligt nedanstaende (metoderna ger olika svar, men bada dr OK
)
Eftersom n = 50 > 30 kan en normalapproximation anvéndas enligt CGS.

Summan av véintetiderna ar approximativt normalférdelad med vantevérdet
n-E(Y)=50-%+ =100 och standardavvikelsen /n - S(Y) = v/50 - + = 10v/2.

50
70 — 100
PO Y, <T0)~P(Z < ——)
i=1 10v2
- P(Z< Sy —1-P(Z<212)

< —
V2
=1-0.9830 = 0.017 (fran tabellen).

5. (14243 poéng)
(a) Hur manga "ord” kan bildas fran bokstéverna i ordet KANSAS? (Alla sex bok-
stéverna skall anvindas i ett "ord”.)

(b) Man véljer slumpmiéssigt ett "ord” fran a-uppgiften. Vad ar sannolikheten att
de tva A:na star intill varandra?

(¢c) Man viljer slumpmaéssigt ett "ord” fran a-uppgiften. Vad ar den betingade san-
nolikheten att de tva A:na star intill varandra givet att “ordet” borjar med K7



Losning;:

(a) Antalet "ord”:

6! 720
= —— = 180.
2.2 2.2

(b) Om de tva A:na star intill varandra kan de uppfattas som en enda enhet. Antalet

gynnsamma fall dr darfor

5! 120
a- o %

Antalet mojliga fall 4r 180 (se a-uppgiften). Sannolikheten &r dé lika med
60

1
180 3

(c) Antalet mojliga fall att f& en ordning som borjar med K &r

5! 120
o2l 2.2 o
Antalet fall att fa en ordning som bérjar med K samt A:na star intill varandra
ar 4! 24
=219
2! 2
Darfor ar den betingade sannolikheten
o v 12 2
P(AA intill varandra | borjar med K) = 30"

6. (2 + 3 +3 poiang) Medlemmarna i motorsportsklubben Mycket Fart brukar ofta
stélla upp i dragracing. P& grund av manga forluster i rad vill de nu undersoka vilka
faktorer som paverkar tiden det tar tills de kommer in i mal. De faktorer som de
finner intressanta att undersoka &r:

faktor — +
A lingd pa bilen 3m | 5m
B tjocklek pa hjulen 0.5dm | 1dm
C | madlade flammor pa bilen | nej ja

For att undersoka hur mycket varje faktor paverkar har man utgatt fran ett fullstén-
digt faktorférsok och mét upp kortiden enligt foljande tabell:

Nr.|A|B|C| y
1 |—|—|—]14.01
2 |+ | = |—]1227
3 | — |+ | —]14.56
4 |+ |+ |- 824
5 | —|—1|+|12.18
6 |+ |—|+]|14.42
7T =+ |+ 127
8 |+ |+ |+1]10.25




(a) Skatta huvudeffekten [4 och samspelseffekten [ 4¢.
Losning;:
_ —14.01 +12.27 — 14.56 + 8.24 — 12.18 + 14.42 — 12.7 + 10.25

Iy = 1 = —2.0675.

14.01 — 12.27 +14.56 — 8.24 — 12.18 +14.42 — 12.7 4+ 10.25
Iye = + 1 + + = 1.9625

(b) Skattar man ovriga effekter far man ip = —1.78, lc = —0.12, [4p = —1.78,
Ilpc = —0.04, lapc = —0.03. Dessutom blir medelviardet av de atta métning-
arna lp;y = 12.33. Man vet att maétfelen vid méatningarna &r normalférdela-
de med standardavvikelse 0.21, vilket gor att ett 95% referensintervall ges av
[—0.29,0.29]. Med hjélp av detta, bestam vilka effekter som &r signifikanta. Ange
sedan en ldmplig matematisk modell for kortiden baserat pa de signifikanta ef-
fekterna.

Losning: De effekter som blir signifikanta dr de med ett absolutbelopp storre
an 0.29, d.v.s M, A,B,AB och AC. Modellen blir

—2.0676 1.78 1.78 1.9625
y:1233—TfL’A—T$B—TIL‘A$B+ 9

=12.33+1.0338z4 — 0.89x5 — 0.89z 425 + 0.98125x 42 + &; £ € N(0,0.21).

raTC + £

dér zp =1 om A pa + nivd och x4 = —1 om A pad — niva osv...

(c) Efter att man har gjort méatningarna kom man pé att resultatet kan ha paverkats
av att man anvinde tva olika forare, person 1 och person 2. Person 2 korde
de korta bilarna utan flammor samt de langa bilarna med flammor. Person 1
korde de 6vriga. Vi har alltsa ytterligare en faktor D = bilférare. Vi har alltsa
egentligen gjort ett reducerat faktorforsok. Antag vi siger att niva + for D
svarar mot att person 2 kor och nivd — svarar mot att person 1 kor. Vad ar
generatorn, och vad blir alias till A, B och C?

Losning: Vi har nu ytterligare en faktor D = bilférare. Fran texten far vi veta
att D ar pa + i forsok 1,3,6,8 och pa — i forsok 2,4,5,7. Generatorn blir alltsa
D = AC och ordet blir I = ACD. Genom att multplicera bada sidorna av ordet
fas aliasen A = CD, B= ABCD, och C = AD.

7. (6 poang) En foretagare koper och siljer klarinetter. D& hen &r ny pa marknaden och
anser att ett gott omdome ar av yttersta vikt anvénder hen sig av en dubbel provplan
for att avgbra om ett parti &r bra nog. Av ett parti pa4 100 klarinetter plockar hen
forst ut 4 stycken och provspelar dessa. Om inga av dessa dr defekta accepteras
partiet. Ar 3 eller fler daliga avvisar hen partiet. Annars gar hen vidare till urval 2.
I urval 2 kontrollerar foretagaren ytterligare 4 klarinetter. Om totala antalet defekta
i urval 1 och urval 2 &r storre an eller lika med 3 avvisas partiet. Annars godkinns
det. Om partiet blir avvisat kontrolleras hela partiet. Antag 15 defekta klarinetter i
partiet, dvs felkvot 0.15. Berdkna sannolikheten att partiet accepteras, och berdkna
vantevirdet av antalet klarinetter foretagaren maste kontrollera (dvs ATI). Motivera
eventuella approximationer du gor.

Losning: Eftersom 8/100 < 0.1 kan vi anviinda binomialapproximation. Acceptans-
sannolikheten L(0.15) blir approximativt



4 4 4
<0> 0.15°0.85* + (1) 0.15'0.85° <o> 0.15°0.85%

4 4 4 4
+ <1)0.1510.853 <1> 0.15'0.85% + <2)0.1520.852 (0> 0.15°0.85% ~ ... ~ 0.90.

For ATI har vi att A} = (3)0.1500.854 ~ 0.52 (sannolikheten att acceptera efter
urval 1), och A ~ 0.9 —0.52 = 0.38 (sannolikheten att acceptera efter urval 2). ATI
blir

4x A+ 8 x Ay + 100 x (1—A1—A2) = 15.12.

. (3+2+2 podng) En glasstillverkare méaste regelbundet se till sa att mdngden socker
i glassen inte far oviantade forandringar under tillverkningsprocessen. Darfor tar hen
regelbundet ut 10 burkar med glass och méter méngden socker per 100 ml i dessa.
Resultatet for 10 mét-tillfallen syns i tabellen nedan, dar & star for provgruppsme-
delvérde och s star for provgrupps-standardavvikelse.

tillfdille 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
z 22.28 22.78 26.53 20.556 23.35 18.62 21.22 21.71 15.83 26.29
S 2.89 211 251 48 491 486 514 76 626 7.38

(a) Ta fram styrgrianser (kontrollgranser) for lampliga diagram och avgoér om pro-
cessen ar under statistisk kontroll. Du behéver ej rita diagrammen.

Loésningar: I och med att vi studerar medelvarden samt standardavvikelser ar
det lampligt att anvanda sig av X-S diagram. Vi borjar med ett X-diagram

Centrallinjen for vart X-diagram ges av

2228 4 22.78 4 26.53 + 20.55 + 23.35 + 18.62 4 21.22 + 21.71 + 15.83 + 26.29
- 10

>

CL=
Den 6vre och undre styrgrinsen ges av
CL 4+ A35 =21.916 £+ 0.975 - 4.845 ~ [17.191,26.641]

dar s ges av

s 28942114251 +4.8+491+486+5.14+7.6+6.26+7.38 4,845
= 10 = 4.845.

Styrgranserna blir

o CL=21.916
e S, =17.191
e S;=26.641.

Vi berdknar vart S — diagram. Styrgranserna hér ges av:

o OL=35=4.846
e S, = B35 =0.284-4.846 ~ 1.376



e S;=By5=1.716 - 4.846 ~ 8.316.

Utifran detta ser vi att processen &r ej under statistisk kontroll eftersom Zg ar
utanfor vara styrgranser.

(b) Senast glasstillverkaren rdknade ut sina styrdiagram berédknade hen ocksa ut
kapabilitetsindex till Cj, = 2. Dock har hen glomt bort vilka kravgranser som
hen utgick ifran. Hjalp glasstillverkaren att ta reda pé bredden pa styrgransin-
tervallet, dvs bestam Ty — T,,. Kom ihag att vi kan skatta standardavvikelsen
som o = % dar ¢4 = 0.9727 da n = 10.

(c) Hen far ocksa reda pa att det korrigerade kapabilitetsindex blev Cpr = 1.7.
Ta fram viarden pa Ty och T, som uppfyller detta. Vid 16sandet far du skatta
vantevardet p pa lampligt vis med hjélp av méatvardena ovan. Vi antar ocksa
att processens malvirde ligger precis i mitten av intervallet mellan T och Ty,.

Losning av b och c:

Vi har fatt reda pa att C), = 2 samt att Cp;, = 1.7. For att finna T och T;, utgar vi
fran deffinitionerna for C, och Cpy,

(a) Cp= T(E—Tu
(b) Cip = Cp(1 — CM)

(c) OM =284
Vi bérjar med att berdkna vad CM maste vara. Utifran samband 2 far vi att

1.7
L7=2(1-CM)= CM =1~ =0.15.

Vi borjar nu med att berdkna bredden pa vart kravintervall. D.v.s Ty — T, Vi kinner
inte till ¢ men vi kan géra en skattning av sigma. Detta gor vi genom formeln

5 4.845
— = = 4.982.
cy  0.9727

Fran samband 1 far vi att T5— T, = 2-6-4.982 = 59.784. Detta innebar att bredden
pa kravintervallet blir 59.784.

Vi tar nu fram mittpunkten for intervallet. Detta gor vi genom vart samband for CM.
Stoppar vi in Ty — T, samt att u skattas med 21.916 (centrumlinjen i diagrammet)
far vi

|M — 21.916]

50.784 0.15 = |M —21.916| = 0.15 - 59.784/2 = 4.4838.

Denna ekvation har nu tva losningar M = 21.916 + 4.4838. Bada dessa fungerar bra
for att fa ratt pa uppgiften. Lat oss utga fran att M = 21.916 + 4.4838 = 26.3998.
Vi vet att M ligger mitt i mellan T samt T, samt att T; — T, = 59.784. Detta
gor att vi kan skriva styrgranserna som 7, = 26.3998 — Lgm = —3.4922, samt
Ts = 26.3998 + % = 56.2918. Det verkar som om de anvanda toleransgrénserna
ar ganska grova, i synnerhet den undre ar alltid uppfylld. Foretagaren borde nog
tanka Over sina parametrar.



