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LYCKA TILL! 

  



1. 

 Betrakta följande återkopplade system, där 

      𝐹(𝑠) = 𝐾  och    𝐺(𝑠) =
2

(1 + 3𝑠)(𝑠 + 4)
  

F(s) y(t)r(t)
+

- G(s)

 

a. Bestäm det återkopplade systemets komplementära känslighetsfunktion 𝑇(𝑠). 1p 
b. Bestäm det återstående felet om  𝑟(𝑡) = 4 ∙ 𝜎(𝑡) då 𝐾 = 8. 2p 
c. Låt nu 𝑟(𝑡) = 3 ∙ sin 2𝑡. Bestäm 𝑦(𝑡) då 𝐾 = 8, för stora 𝑡, dvs.  

när transienter klingat ut. 2p 
d. För vilka värden på 𝐾 är det återkopplade systemet stabilt? 2p 

Lösning: 

𝑎.     𝑇(𝑠) =
𝐿(𝑠)

𝐿(𝑠) + 1
=

𝐹(𝑠)𝐺(𝑠)

𝐹(𝑠)𝐺(𝑠) + 1
=

2𝐾
(1 + 3𝑠)(𝑠 + 4)

2𝐾
(1 + 3𝑠)(𝑠 + 4)

+ 1
=

2𝐾

2𝐾 + 𝑠 + 4 + 3𝑠ଶ + 12𝑠
  ⇒ 

         𝑇(𝑠) =
2𝐾

3𝑠ଶ + 13𝑠 + 2𝐾 + 4
 

        𝑏.      𝑒(∞) = 𝑦(∞) − 𝑟(∞) = lim
௦→

𝑠 ∙ 𝑌(𝑠) − 4 = lim
௦→

𝑠 ∙
𝐿(𝑠)

𝐿(𝑠) + 1
∙ 𝑅(𝑠) − 4 = 

               lim
௦→

𝑠 ∙
2 ∙ 8

3𝑠ଶ + 13𝑠 + 2 ∙ 8 + 4
∙

4

𝑠
− 4 =  3,2 − 4 = −0,8  

         𝑐.     𝐺௬(𝑗𝜔) =
16

20 − 3𝜔ଶ + 𝑗13𝜔
    , 𝜔 = 2  ⇒     ห𝐺௬(𝑗2)ห =

16

ඥ(20 − 12)ଶ + 26ଶ
= 0,588  

              𝑎𝑟𝑔𝐺௬(𝑗2) = −
26

20 − 12
= −72,9°    ⇒      𝑦(𝑡)௦௧ ௧ ≈ 0,588 ∙ 3 ∙ sin(2𝑡 − 72,9°) = 

              = 1,76 ∙ sin(2𝑡 − 72,9°) 

          𝑑.     3𝑠ଶ + 13𝑠 + 2𝐾 + 4 = 0     ⇒     stabilt om 2𝐾 + 4 > 0, dvs   𝐾 > −2. 

  



2. 

a. Man vill, med ett analogt filter, filtrera bort en störning med en ungefärlig vinkelfrekvens på 
8rad/s. Konstruera ett sådant filter utgående från ett enkelt första ordningens LP-filter av 
Butterworthtyp. Låt filtrets bandbredd vara 4rad/s. 2p 

b. Konstruera ett digitalt högpassfilter med undre gränsfrekvensen 500 Hz genom att utgå från 
motsvarande analoga filter av Butterworth-typ av ordning 1. Använd Tustins (bilinjär) 
transformation och samplingsfrekvensen 10 kHz. OBS! Ingen hänsyn behöver tas till 
förvrängningen av frekvensskalan (frequency warping).  2 p 

Lösning: 

  a.     Låt 𝜔ெ = 8 och 𝐵 = 4. Utgå från 𝐺(𝑠) nedan och bilda ett BandSpärrfilter 

      𝐺(𝑠) =
1

𝑠 + 1
      ⇒     𝐺ௌ =  

1

𝐵𝑠
𝑠ଶ + 𝜔ெ

ଶ + 1
=

𝑠ଶ + 𝜔ெ
ଶ

𝑠ଶ + 𝐵𝑠 + 𝜔ெ
ଶ =

𝑠ଶ + 64

𝑠ଶ + 4𝑠 + 64
 

  b.    Utgå från filtret nedan och gör sedan följande variabelbyten 

𝐺(𝑠) =
1

𝑠 + 1
,     𝑠 →

2𝜋 ∙ 500

𝑠
     ⇒     𝐺ு(𝑠) =

1

2𝜋 ∙ 500
𝑠

+ 1
=

𝑠

𝑠 + 1000𝜋
 

         𝑠 =
2

ℎ
∙

𝑧 − 1

𝑧 + 1
    ⇒      𝐺(𝑧) =

2
ℎ

∙
𝑧 − 1
𝑧 + 1

2
ℎ

∙
𝑧 − 1
𝑧 + 1

+ 1000𝜋
=

2(𝑧 − 1)

2(𝑧 − 1) + ℎ(𝑧 + 1) ∙ 1000𝜋
= 

       =
2(𝑧 − 1)

2(𝑧 − 1) + 10ିସ ∙ (𝑧 + 1) ∙ 1000𝜋
=

2(𝑧 − 1)

2(𝑧 − 1) + 0,1𝜋 ∙ (𝑧 + 1)
=

2(𝑧 − 1)

2,314𝑧 − 1,686
= 

       = 0,8643 ∙
𝑧 − 1

𝑧 − 0,7286
 

  



3 

 En process med överföringsfunktionen  

            𝐺(𝑠) =
1

𝑠(𝑠 + 4)ଶ
 

 återkopplas med en regulator 𝐹(𝑠) enligt figuren nedan. 

y(t)
u(t)e(t)

r(t)
+

- +

v(t)

+
F(s) G(s)

 
a.  Man önskar att kvarstående fel efter en stegstörning i 𝑣(𝑡) elimineras.  

 Vad måste då gälla för 𝐹(𝑠)?          1p 
 

b.  Bestäm överkorsningsfrekvensen 𝜔 enligt tumregeln 𝜔 = 0,4 ∙ 𝜔ଵହ, där   
 𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗𝜔ଵହ) = −150°.           1p 
 

c.  Dimensionera en regulator som uppfyller a. och b. med fasmarginalen 𝜑 = 50°.      3p 
 

Lösning: 

a.   För att kompensera för stegstörning krävs en integration i regulatorn 𝐹(𝑠). 

𝑏.    𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗𝜔) = −90° − 2 ∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝜔

4
= −150°   ⇒   𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝜔

4
= 30°   ⇒  

                    𝜔 = 0,4 ∙ 4 ∙ tan 30° = 0,924 

       𝑐.   Välj en PI − regulator   𝐹(𝑠) = 𝐾 ൬1 +
1

𝑇𝑠
൰ 

    𝜑 = 𝑎𝑟𝑔𝐿(𝑗𝜔) + 180°    ⇒    𝑎𝑟𝑔𝐹(𝑗𝜔) = 50° − 180° − 𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗𝜔) = 

= −130° − ൬−90° − 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
0,924

4
൰ = −40° + 26,0° = −14°   ⇒   arctan(𝜔𝑇) − 90° = −14°     

   ⇒    0,924 ∙ 𝑇 = tan 76°    ⇒     𝑇 = 4,34 

     𝐾 𝑔𝑒𝑠 𝑎𝑣 |𝐿(𝑗𝜔)| = 1    ⇒   𝐾 ∙ ඨ1 +
1

(𝑇𝜔)ଶ
 ∙

1

𝜔 ∙ ඥ𝜔
ଶ + 4ଶ

ଶ = 1    ⇒ 

    𝐾 =
𝜔 ∙ (𝜔

ଶ + 16) ∙ 𝑇𝜔

ඥ1 + (𝑇𝜔)ଶ 
=

0,924 ∙ (0,924ଶ + 16) ∙ 4,34 ∙ 0,924

ඥ1 + (4,34 ∙ 0,924)ଶ 
= 15,1     ⇒ 

𝐹(𝑠) = 15,1 ∙ (1 +
1

4,34𝑠
) 

  



4. 

En process har överföringsfunktionen 

𝐺(𝑠) =
4(2 − 3𝑠)

𝑠(𝑠 + 5)ଶ
 

Dimensionera en PD-regulator 𝐹(𝑠) för processen som ger en fasmarginal på 60° vid 
överkorsningsfrekvensen 𝜔 = 0,8 rad/s. 3p 

𝐹(𝑠) = 𝐾

1 + 𝑠𝜏ௗ

1 + 𝑠𝜏ௗ/𝑏
 

Lösning: 

𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗0,8) = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
3 ∙ 0,8

2
− 90° − 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

0,8

5
= −158,4° 

𝜑 = 60°      ⇒     fasen skall lyftas − 120° − (−158,4°) = 38,4°     ⇒ 

𝜑௫ = 38,4°     ⇒      𝑏 =
1 + sin 38,4°

1 − sin 38,4°
= 4,279 

𝜏ௗ =
√𝑏

𝜔
=

√4,279

0,8
= 2,586 

𝐾 𝑔𝑒𝑠 𝑎𝑣 |𝐿(𝑗𝜔)| = 1    ⇒      𝐾 ∙  
|1 + 𝑗0,8 ∙ 2,586|

ቚ1 + 𝑗0,8 ∙
2,586
4,279ቚ

∙
4|2 − 3 ∙ 𝑗0,8|

0,8|𝑗0,8 + 5|ଶ
= 1   ⇒ 

𝐾 = 0,1567       ⇒ 

𝐹(𝑠) = 0,1567 ∙
1 + 𝑠 ∙ 2,586

1 + 𝑠 ∙ 0,1416
 

 

 

  



5. 

 Ett system beskrivs av följande differentialekvationer 

     �̇�ଵ(𝑡) = 𝑎 ∙ 𝑥ଶ(𝑡) 

     �̇�ଶ(𝑡) = −𝑥ଵ(𝑡) + 4𝑥ଶ(𝑡) + 3𝑢(𝑡) 

 där 𝑎 är en konstant och 𝑢(𝑡) är styrsignalen. Utsignalen 𝑦(𝑡) ges av 

     𝑦(𝑡) = 𝑥ଵ(𝑡). 

 Systemet skall tillståndsåterkopplas enligt schemat nedan, där 

     𝑥(𝑡) = [𝑥ଵ(𝑡)  𝑥ଶ(𝑡)]் är en kolonnvektor, 𝐿 är en radvektor och 𝑟(𝑡) är referenssignal. 

+
Kr

L

r u
x = Ax+Bu C

x y_

 

a. Bestäm återkopplingsvektorn 𝐿 så att det återkopplade systemet får en dubbelpol i 𝑠 = −4 då 
𝑎 = −2.      3p 

b. Bestäm, för det 𝐿 som bestämdes i a-uppgiften, förstärkningen 𝐾 så att utsignalen stationärt blir 
lika med referenssignalen.    2p 

c. För vilka värden på 𝑎 är systemet styrbart?   1p 

 

c. För vilka värden på 𝑎 är systemet styrbart?   1p 

Lösning: 

a. Matrisformulering    

 �̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

 𝑢 = −𝐿𝑥 + 𝐾 ∙ 𝑟, där  𝐴 = ቂ
0 −2

−1 4
ቃ,  𝐵 = ቂ

0
3

ቃ,  𝐿 = [𝑙ଵ 𝑙ଶ] 

 Det återkopplade systemets poler ges av det (𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿) = det 
𝑠 2

−1 + 3𝑙ଵ 𝑠 − 4 + 3𝑙ଶ
൨ =     

= 𝑠ଶ + (3𝑙ଶ − 4)𝑠 + 2 − 6𝑙ଵ = 0 

Dubbelpol I 𝑠 = −4 ger   (𝑠 + 4)ଶ = 𝑠ଶ + 8𝑠 + 16 = 0    ⇒       

𝑙ଵ = −
7

3
       𝑙ଶ = 4 

b. Överföringsfunktionen ges av  

𝐺(𝑠) = 𝐾 ∙ 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵 

Den statiska förstärkningen (𝑡 → ∞) ges av lim
௦→

𝐺(𝑠) = 𝐺(0). 



Alltså       𝐺(0) = 𝐾 ∙ 𝐶(−𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵 = 1     ⇒      

𝐾 =
1

𝐶(−𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵
=

1

[1 0] ∙ ቀ− ቂ
0 −2

−1 4
ቃ + ቂ

0
3

ቃ [−7/3 4]ቁ
ିଵ

∙ ቂ
0
3

ቃ

= 

=
1

[1 0] ∙ ቂ
0 2

−6 8
ቃ

ିଵ

∙ ቂ
0
3

ቃ

=
12

[1 0] ∙ ቂ
8 −2
6 0

ቃ ∙ ቂ
0
3

ቃ
=

12

[8 −2] ∙ ቂ
0
3

ቃ
=

12

−6
= −2 

 

c. Systemet är styrbart om  det 𝑆 ≠ 0,  där 𝑆 = [𝐴𝐵   𝐵] 

𝐴𝐵 = ቂ
0 𝑎

−1 4
ቃ ቂ

0
3

ቃ = ቂ
3𝑎
12

ቃ      ⇒    [𝐴𝐵   𝐵] = ቂ
3𝑎 0
12 3

ቃ     

det 𝑆 = 9𝑎 ≠ 0   ⇒      𝑎 ≠ 0   för styrbarhet 

 

6. 

En magnetisk lyftanordning kan beskrivas med följande icke-linjära differentialekvationer där 𝑢  är 
insignal. 

 �̇�ଵ = 𝑥ଶ 

           �̇�ଶ = 𝑔 −
𝜙

𝑚
∙

𝑢ଶ

𝑥ଵ
ଶ 

           𝑦 = 𝑥ଵ 

a. Bestäm jämviktsläget (𝑥ଵ , 𝑥ଶ)  (𝑥ଵ > 0) uttryckt i konstanterna 𝑢, 𝑔, 𝜙 och 𝑚     2p 

b. Bestäm en linjär approximation kring jämviktspunkten ( 𝑥ଵ , 𝑥ଶ, 𝑢) för systemet.      3p 

Lösning 

a. �̇�ଵ = 0       ⇒      𝑥ଶ = 0  

�̇�ଶ = 0      ⇒       𝑔 −
𝜙

𝑚
∙

𝑢
ଶ

𝑥ଵ
ଶ = 0      ⇒      𝑔 =

𝜙

𝑚
∙

𝑢
ଶ

𝑥ଵ
ଶ        ⇒      𝑥ଵ = ඨ

𝜙

𝑚𝑔
∙ 𝑢 

⇒       𝑢 = ඨ
𝑚𝑔

𝜙
∙ 𝑥ଵ 

b. Med Taylorutveckling kan högerledet i uttrycket för �̇�ଶ ges en första ordningens approximation 

Låt   𝑓(𝑥ଵ, 𝑢) = 𝑔 −
𝜙

𝑚
∙

𝑢ଶ

𝑥ଵ
ଶ 

 Det ger 

            𝑓(𝑥ଵ, 𝑢) ≈  𝑓(𝑥, 𝑢) + 
𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ
൨

(௫భ,௨)ୀ(௫భబ,௨బ)

∙ ∆𝑥ଵ + 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
൨

(௫భ,௨)ୀ(௫భబ,௨బ)
∙ ∆𝑢 



där 


𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ
൨

(௫భ,௨)ୀ(௫భబ,௨బ)

 = −
𝜙

𝑚
∙

−2𝑢
ଶ

𝑥ଵ
ଷ = 2

𝜙

𝑚
∙

𝑢
ଶ

𝑥ଵ
ଷ  = 2

𝜙

𝑚
∙

൬ට
𝑚𝑔
𝜙

∙ 𝑥ଵ൰
ଶ

𝑥ଵ
ଷ =

2𝑔

𝑥ଵ
           

 


𝜕𝑓

𝜕𝑢
൨

(௫భ,௨)ୀ(௫భబ,௨బ)
= −2

𝜙

𝑚
∙

𝑢

𝑥ଵ
ଶ = −2

𝜙

𝑚
∙

𝑢

𝜙
𝑚𝑔

∙ 𝑢
ଶ

=
2𝑔

𝑢
 

 

 𝑓(𝑥ଵ, 𝑢) = 0 enligt ekvationen  

           �̇�ଶ = 𝑔 −
𝜙

𝑚
∙

𝑢ଶ

𝑥ଵ
ଶ   (jämvikt , �̇�ଶ = 0 ) 

 På så sätt kan de ursprungliga ekvationerna ges en linjär approximation enligt 

∆�̇�ଵ = 𝛼∆𝑥ଶ 

∆�̇�ଶ = 𝛽∆𝑥ଵ + 𝛾∆𝑢 
∆𝑦 = ∆𝑥ଵ  

 där 

           𝛼 = 1 

          𝛽 =
2𝑔

𝑥ଵ
 

          𝛾 =
2𝑔

𝑢
 

 


