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LYCKA TILL! 

  



Uppgift 1. 

a. Ett andra ordningens system beskrivs av  

            𝑦̈(𝑡) + 3𝑦̇(𝑡) − 2𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡), 

 där 𝑢(𝑡) är insignal och 𝑦(𝑡) är utsignal. 

Det återkopplas med en P-regulator enligt  𝑢(𝑡) = 𝐾 ∙ (𝑟(𝑡) − 𝑦(𝑡)), där 𝑟(𝑡) är börvärdet.  

För vilka värden på 𝐾 kommer 𝑦(𝑡) att vara begränsad då 𝑟(𝑡) är begränsad? 2p 

Lösning:  Laplace ger 

(𝑠ଶ + 3𝑠 − 2)𝑌(𝑠) = 𝑈(𝑠)        ⟹        𝐺(𝑠) =
1

𝑠ଶ + 3𝑠 − 2
       ⟹       𝐿(𝑠) =

𝐾

𝑠ଶ + 3𝑠 − 2
  

1 + 𝐿(𝑠) = 0      ⟹      𝑠ଶ + 3𝑠 − 2 + 𝐾 = 0      ⟹   𝑠𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑡 𝑜𝑚       𝐾 > 2   

b. På ett system, 𝐺(𝑠), av ordning 1, med överföringsfunktion enligt nedan, görs ett 
 stegsvarsexperiment med insignal enligt den övre kurvan och utsignal enligt den nedre. 

            𝐺(𝑠) =  
3

1 + 𝑇𝑠
∙ 𝑒ି௦௅ 

 Man gör då ett misstag så att systemet mättas på nivån 𝐴 = 85, se figuren. 
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Bestäm parametrarna  𝐿 och 𝑇.  2p 
 
Lösning: 
Graferna ger  𝐿 = 80 − 60 = 20𝑠 

Utsignalens slutvärde är  20 + 3 ∙ (70 − 30) = 140 

Utsignalen ges alltså av  𝑈𝑇 = 20 + (140 − 20) ∙ ቀ1 − 𝑒ି
೟షఴబ

೅ ቁ = 20 + 120 ∙ ቀ1 − 𝑒ି
೟షఴబ

೅ ቁ 

20 + 120 ∙ ൬1 − 𝑒ି
ଵଶ଴ି଼଴

் ൰ = 85   ⟹    1 − 𝑒ି
ସ଴
் = 0,5417    ⟹       𝑒ି

ସ଴
் = 0,4583   ⟹  

𝑇 = 51,3s 



 

c. Bestäm impulssvaret för den process som har överföringsfunktionen 

           𝐺(𝑠) =
2𝑠ଶ + 4𝑠 + 3

(𝑠 + 1)(𝑠ଶ + 2𝑠 + 2)
.                                                                                              2p 

Lösning: 

Partialbråksuppdelning ger 

𝐺(𝑠) =
1

𝑠 + 1
+

𝑠 + 1

𝑠ଶ + 2𝑠 + 2
=

1

𝑠 + 1
+

𝑠 + 1

(𝑠 + 1)ଶ + 1
       ⟹ 

𝑔(𝑡) = 𝑒ି௧ + 𝑒ି௧ ∙ cos 𝑡 

 

Uppgift 2. 

En process med överföringsfunktionen  

𝐺(𝑠) =
𝑠 + 1

𝑠ଶ + 𝑠 + 1
 

återkopplas med en P-regulator 𝐹(𝑠) = 𝐾  enligt nedan. 

F(s) y(t)r(t)
+

- G(s)

 
Vad blir det kvarstående felet då 𝑟(𝑡) är ett steg med amplituden 8 och 𝐾 = 3? 2p 

Lösning: 

För det slutna systemet gäller  

𝐸(𝑠) = 𝑌(𝑠) − 𝑅(𝑠) =
𝐾𝐺(𝑠)

1 + 𝐾𝐺(𝑠)
∙ 𝑅(𝑠) − 𝑅(𝑠) = ቆ

𝐾𝐺(𝑠)

1 + 𝐾𝐺(𝑠)
− 1ቇ ∙ 𝑅(𝑠) = −

1

1 + 𝐾𝐺(𝑠)
∙ 𝑅(𝑠) 

= −
1

1 + 𝐾𝐺(𝑠)
∙ 𝑅(𝑠) = −

1

1 + 3 ∙
𝑠 + 1

𝑠ଶ + 𝑠 + 1

∙ 𝑅(𝑠) = −
𝑠ଶ + 𝑠 + 1

𝑠ଶ + 4𝑠 + 4
∙

8

𝑠
 

Slutvärdessatsen ger 

𝑒(∞) = lim
௦→଴

𝑠 ∙ 𝐸(𝑠) = −lim
௦→଴

𝑠 ∙
𝑠ଶ + 𝑠 + 1

𝑠ଶ + 4𝑠 + 4
∙

8

𝑠
= −2 

  



Uppgift 3. 

Bestäm överföringsfunktionen från V till Y i nedanstående blockschema.   2p 

  
Lösning 

𝑢(𝑡) sätts till 0. Det ger 

𝑌 = 𝐵 − 𝐴           𝐴 = 𝐺ଵ ∙ (0 − 𝐵) = −𝐺ଵ ∙ 𝐵            𝐵 = 𝐺ଶ ∙ (𝐴 − 𝑉) =  𝐺ଶ ∙ (−𝐺ଵ ∙ 𝐵 − 𝑉) = 

=  −𝐺ଵ𝐺ଶ𝐵 − 𝐺ଶ𝑉     ⟹      (1 + 𝐺ଵ𝐺ଶ )𝐵 = −𝐺ଶ𝑉   ⟹      𝐵 = −
𝐺ଶ𝑉

1 + 𝐺ଵ𝐺ଶ 
     ⟹  

𝑌 = −
𝐺ଶ

1 + 𝐺ଵ𝐺ଶ 
𝑉 − (−𝐺ଵ) ∙ ൬−

𝐺ଶ

1 + 𝐺ଵ𝐺ଶ 
൰ 𝑉      ⟹         

𝑌

𝑉
= −

𝐺ଶ + 𝐺ଵ𝐺ଶ

1 + 𝐺ଵ𝐺ଶ
 

Uppgift 4. 

Betrakta processen  

𝐺(𝑠) =
3 ∙ 𝑒ିଷ௦

𝑠 + 2
 

Låt processen återkopplas med en PI − regulator    

𝐹(𝑠) = 𝐾௣ ൬1 +
1

𝑇௜𝑠
൰. 

Bestäm 𝐾௣ och 𝑇௜ så att fasmarginalen blir 𝜑௠ = 50° då överkorsningsfrekvensen är  
𝜔௖ = 0,6 rad/s.     3p 

Lösning: 

arg𝐺(𝑗𝜔௖) = −3 ∙ 0,6 − arctan
0,6

2
= −1,8 − 0,291 = −2,09rad ≈ −119,8°     

𝜑௠ = arg𝐿(𝑗𝜔௖) + 180° = arg[𝐹(𝑗𝜔௖) ∙ 𝐺(𝑗𝜔௖)] + 180°    ⇒ 

arg𝐹(𝑗𝜔௖) = −180° −  arg𝐿(𝑗𝜔௖) + 𝜑௠ = −180° + 119,8° + 50° = −10,2° 

 arg𝐹(𝑗𝜔௖) = arctan 𝜔௖𝑇௜ − 90°    ⇒     arctan 𝜔௖𝑇௜ = 79,8°  ⇒   

𝑇௜ =
tan 79,8°

0,6
= 9,26 

𝐾௣ ges av |𝐿(𝑗𝜔௖)| = 1  ⇒      |𝐹(𝑗𝜔௖)| ∙  |𝐺(𝑗𝜔௖)| = 1   ⇒     𝐾௣ ฬ
1 + 𝑗𝜔௖𝑇௜

𝑗𝜔௖𝑇௜
ฬ ∙ ቤ

3 ∙ 𝑒ି௝ଷఠ೎

𝑗𝜔௖ + 2
ቤ = 1   ⇒ 

𝐾௣ =
ඥ4 + 𝜔௖

ଶ ∙ 𝜔௖𝑇௜

3ඥ1 + (𝜔௖𝑇௜)ଶ
≈ 0,68       ⇒        𝐹(𝑠) = 0,68 ∙ ൬1 +

1

9,26𝑠
 ൰ 

𝐺ଵ(𝑠) 

𝐺ଶ(𝑠) 

𝐴 

𝐵 



Uppgift 5. 

En process har överföringsfunktionen 

𝐺(𝑠) =
𝑒ି௦

𝑠(𝑠 + 1)
 

Dimensionera en PD-regulator som uppfyller följande villkor 

 Fasmarginal = 30° 
 Överkorsningsfrekvens 𝜔௖ = 1 rad/s   4p 

 
Lösning: 

𝐹(𝑠) = 𝐾௣

1 + 𝑠𝜏

1 + 𝑠𝜏/𝛽
 

𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗𝜔௖) = 𝑎𝑟𝑔
𝑒ି௝∙ଵ

𝑗(𝑗 + 1)
= −1𝑟𝑎𝑑 − 90° − 45° = −192,3° 

𝜑௠ = 30° ger att arg𝐿(𝑗𝜔௖) + 180° = 30°    ⇒      arg𝐿(𝑗𝜔௖) = −150°     ⇒ 

𝐹(𝑠) skall lyfta fasen −150° −   (−192,3°) = 42°  ⇒     Regulatorns 𝜑௠௔௫ = 42° skall inträffa vid  

𝜔 = 𝜔௖ = 1,  alltså 

𝛽 =
1 + sin 𝜑௠௔௫

1 − sin 𝜑௠௔௫
= 5,04 

𝜑௠௔௫   placeras vid   𝜔 = 𝜔௖ = 1     ⇒      𝜔௖ = ඥ𝛽/𝜏    ⇒  

𝜏 =
ඥ5,04

1
= 2,25 

𝐾௣ ges av att beloppet av kretsöverföringen 𝐿(𝑗𝜔) skall vara 1 i 𝜔 = 𝜔௖, så att 

|𝐺(𝑗1)| ∙ 𝐾௣

ቚ1 + 𝑗ඥ5,04 ∙ 1ቚ

ቤ1 +
𝑗

ඥ5,04
∙ 1ቤ

= 1      ⇒     𝐾௣ =  

ቤ1 +
𝑗

ඥ5,04
∙ 1ቤ

ቚ1 + 𝑗ඥ5,04 ∙ 1ቚ ∙ ฬ
𝑒ି௝

𝑗1(1 + 𝑗1)
ฬ

= 0,63 

⇒ 

𝐹(𝑠) = 0,63 ∙
1 + 𝑠 ∙ 2,25

1 + 𝑠 ∙ 0,446
 

Uppgift 6. 

Ett system beskrivs av differentialekvationerna 

𝑥̇ଵ(𝑡) = −2𝑥ଶ(𝑡)

                                𝑥̇ଶ(𝑡) = −𝑥ଵ(𝑡) + 4𝑥ଶ(𝑡) + 3𝑢(𝑡)
 

där 𝑢(𝑡) är styrsignal och utsignalen ges av 𝑦(𝑡) = 𝑥ଵ(𝑡) . 

Systemet skall regleras med tillståndsåterkoppling enligt 

𝑢(𝑡) = −𝐿𝑥(𝑡) + 𝐾௥ ∙ 𝑟(𝑡), där 𝑥(𝑡) = ൤
𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
൨ och 𝑟(𝑡) är referenssignal.  

Bestäm återkopplingsvektorn 𝐿 = [𝑎 𝑏] så att slutna systemet från en dubbelpol i −3  

och 𝐾௥ så att den statiska förstärkningen blir 1.   4p 



Lösning: 

Systemet med återkoppling kan skrivas 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

𝑦 = 𝐶𝑥 

𝑢 = −𝐿𝑥 + 𝐾௥ ∙ 𝑟,   där     𝑥 = ቂ
𝑥ଵ

𝑥ଶ
ቃ,        𝐴 = ቂ

0 −2
−1 4

ቃ,      𝐵 = ቂ
0
3

ቃ,    𝐶 = [1 0],     𝐿 = [𝑎 𝑏]  

 𝑢 = 𝐾௥𝑟 − 𝐿𝑥      ⇒      𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵(𝐾௥𝑟 − 𝐿𝑥)       ⇒      𝑥̇ = (𝐴 − 𝐵𝐿)𝑥 + 𝐵𝐾௥𝑟     ⇒   

𝑋(𝑠)(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿) =  𝐵𝐾௥𝑅(𝑠)            ⇒      𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵𝐾௥𝑅(𝑠)      ⇒ 

  𝑌(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵𝐾௥𝑅(𝑠)      ⇒ 

𝐺௥௬(𝑠) =  𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵𝐾௥       ⇒        

Karakteristiska ekvationen         det(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿) = 0 

(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿) = ቂ
𝑠 0
0 𝑠

ቃ − ቂ
0 2
1 −4

ቃ + ቂ
0
3

ቃ [𝑎 𝑏] = ቂ
𝑠 0
0 𝑠

ቃ − ቂ
0 2

1 + 3𝑎 3𝑏 − 4
ቃ = 

= ቂ
𝑠 −2

−1 − 3𝑎 𝑠 − 3𝑏 + 4
ቃ        

det(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿) = 𝑠ଶ + (4 − 3𝑏)𝑠 + 6𝑎 − 2 

Dubbelpolen 𝑠 = −3  ger      det(𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐿) = (𝑠 + 3)ଶ = 𝑠ଶ + 6𝑠 + 9     ⇒ 

4 − 3𝑏 = 6 

6𝑎 − 2 = 9     ⇒        𝑎 =
11

6
       𝑏 = −2/3       ⇒    𝐿 = [11/6 −2/3 ]  

𝐺௥௬(0) = 1        ⇒         𝐾௥ =
1

𝐶(−𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵
 

(−𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ = ቂ− ቂ
0 2
1 −4

ቃ + ቂ
0
3

ቃ [11/6 −2/3 ] ቃ
ିଵ

= ቈቂ
0 2
1 −4

ቃ + ቂ
0 0

5,5 −2
ቃ ቉

ିଵ

= 

= ቈቂ
0 2

6,5 −6
ቃ ቉

ିଵ

= −
1

13
ቂ

−6 −2
−6,5 0

ቃ 

𝐶(−𝐴 + 𝐵𝐿)ିଵ𝐵 = [1 0] ∙
1

13
ቂ

6 2
6,5 0

ቃ ቂ
−1
2

ቃ = [1 0] ∙
1

13
∙ ቂ

−2
−6,5

ቃ = −2/13       

⇒    𝐾௥ = −6,5         

 

 

 

 

 



Uppgift 7. 

Nedan visas blockschemat för ett reglersystem med en process 𝐺(𝑠) = 1/(𝑠 + 1)ଶ och en P-
regulator 𝐹(𝑠) = 𝐾. 
Processen påverkas av en sinusformad störning 𝑣(𝑡) = 2,5 ∙ sin0,5𝑡. 

y(t)
u(t)e(t)

r(t)
+

- +

v(t)

+
F(s) G(s)

 

a. Bestäm amplituden hos den sinusformade komponenten i utsignalen om 𝐾 = 0. 2p 

b. Bestäm 𝐾 så att fasmarginalen blir 50°.    2p 

c. Hur stor blir den sinusformade komponenten i utsignalen med detta 𝐾-värde? 2p 

Lösning: 

a. 𝐾 = 0 , 𝑟(𝑡) = 0   ⇒      𝑦(𝑡) = 𝐴 ∙ sin(𝜔𝑡 + 𝜑), där 𝜔 = 0,5 

𝐴 = |𝐺(𝑗0,5)| ∙ 2,5 =
1

|1 + 𝑗0,5|ଶ
∙ 2,5 =

2,5

1,25
= 2 

b. 𝜑௠ = arg𝐿(𝑗𝜔௖) + 180° = arg𝐾𝐺(𝑗𝜔௖) + 180° = 50°    ⇒  

arg𝐾 + arg𝐺(𝑗𝜔௖) = −130°    ⇒     −2arctan 𝜔௖ = −130° −  arg𝐾    ⇒   

arctan 𝜔௖ = 65° +  0,5arg𝐾   ⇒        𝜔௖ = tan(65° +  0,5arg𝐾)     ⇒  

arg𝐾 ≥ 0 (annars skulle  𝜔௖ < 0 , alltså arg𝐾 = 0, så att 

𝜔௖ = tan 65° = 2,14 

Med  

|𝐾𝐺(𝑗𝜔௖| = 1 och  𝜔௖ = 2,14 

 ger detta  

𝐾 =
1

|𝐺(2,14)|
= |1 + 𝑗2,14|ଶ = 5,6 

 𝑟(𝑡) = 0   ⇒     𝐴 = ተ

1
(1 + 𝑗0,5)ଶ

1 + 𝐾
1

(1 + 𝑗0,5)ଶ

ተ ∙ 2,5 = ฬ
1

(1 + 𝑗0,5)ଶ + 𝐾
ฬ ∙ 2,5 = 

 

= ฬ
1

1 + 𝑗 − 0,25 + 5,6
ฬ ∙ 2,5 = 0,389 

 

 



Uppgift 8. 

Ett olinjärt system ges av följande 

𝑥̇ଵ(𝑡) = −𝑥ଵ
ଷ(𝑡) + 𝑥ଶ(𝑡) 

𝑥̇ଶ(𝑡) = −𝑥ଶ(𝑡) + 𝑢(𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝑥ଵ(𝑡)                  

Bestäm den linjära modellen för systemet vid arbetspunkten 𝑥ଵ଴ = 𝑥ଶ଴ = 𝑢଴ = 1. 3p 

Lösning: 

𝑥̇ଵ(𝑡) = −𝑥ଵ
ଷ(𝑡) + 𝑥ଶ(𝑡) = 𝑓(𝑥ଵ(𝑡), 𝑥ଶ(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

𝑥̇ଶ(𝑡) = −𝑥ଶ(𝑡) + 𝑢(𝑡) = 𝑔(𝑥ଵ(𝑡), 𝑥ଶ(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

∆𝑥̇ଵ = ൤
𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ
൨

௫భୀ௫భబ

∙ ∆𝑥ଵ + ൤
𝜕𝑓

𝜕𝑥ଶ
൨

௫మୀ௫మబ

∙ ∆𝑥ଶ + ൤
𝜕𝑓

𝜕𝑢
൨

௨ୀ௨బ

∙ ∆𝑢       ⇒ 

∆𝑥̇ଶ = ൤
𝜕𝑔

𝜕𝑥ଵ
൨

௫భୀ௫భబ

∙ ∆𝑥ଵ + ൤
𝜕𝑔

𝜕𝑥ଶ
൨

௫మୀ௫మబ

∙ ∆𝑥ଶ + ൤
𝜕𝑔

𝜕𝑢
൨

௨ୀ௨బ

∙ ∆𝑢       ⇒ 

 

∆𝑥̇ଵ = −3𝑥ଵ଴
ଶ ∙ ∆𝑥ଵ + 1 ∙ ∆𝑥ଶ + 0 ∙ ∆𝑢 

∆𝑥̇ଶ = 0 ∙ ∆𝑥ଵ − 1 ∙ ∆𝑥ଶ + 1 ∙ ∆𝑢 

⇒ 

∆𝑥̇ଵ = −3 ∙ ∆𝑥ଵ + ∆𝑥ଶ 

∆𝑥̇ଶ = −∆𝑥ଶ + ∆𝑢 

∆𝑦 = ∆𝑥ଵ 

 

 


