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LYCKA TILL! 

  



1. 

a. Ett linjärt system har stegsvaret 𝑦(𝑡) = 1 − (1 + 𝑎𝑡) ∙ 𝑒ି௧  ,   ≥ 0. 

 Bestäm systemets överföringsfunktion 2p 

b. Bestäm impulsfunktionssvaret för systemet i a-uppgiften.  2p 

c. Ett linjärt system har impulsfunktionsvaret  (𝑡) = 𝑒ି,ଵ௧ ∙ (1 + 0,3 ∙ cos 0,2𝑡). 

 Bestäm dess statiska förstärkning.  2p 

d. Ett linjärt system 𝐺(𝑠) med förstärkningen 𝐾 och tidskonstanten 𝑇 återkopplas enligt schemat 
nedan. 
Bestäm tidskonstanten för överföringsfunktionen från 𝑟 till 𝑦. 1p 

G(s) y(t)r(t)
+

-

a

 
Lösning 
 
1a.  
 𝑆𝑡𝑒𝑔𝑠𝑣𝑎𝑟   𝑦(𝑡) = 1 − 𝑒ି − 𝑎𝑡 ∙ 𝑒ି௧  
 
 Laplace ger 
 

𝑌(𝑠) =
1

𝑠
−

1

𝑠 + 𝑎
−

𝑎

(𝑠 + 𝑎)ଶ
=

(𝑠 + 𝑎)ଶ − 𝑠(𝑠 + 𝑎) − 𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 𝑎)ଶ
=

𝑎ଶ

𝑠(𝑠 + 𝑎)ଶ
 

 

(𝑠) =
𝑌(𝑠)

1/𝑠)
=

𝑎ଶ

(𝑠 + 𝑎)ଶ
 

   
1b. 𝐺(𝑠) = Laplacetransformen av impulssvaret. 

𝐺(𝑠) =
𝑎ଶ

(𝑠 + 𝑎)ଶ
       ⇒        𝑖𝑚𝑝𝑢𝑙𝑠𝑠𝑣𝑎𝑟𝑒𝑡      𝑔(𝑡) = 𝑎ଶ𝑡 ∙ 𝑒ି௧ 

 
1c.  
 𝑔(𝑡) = 𝑒ି,ଵ௧ ∙ (1 + 0,3 ∙ cos 0,2𝑡) = 𝑒ି,ଵ௧ + 0,3 ∙ 𝑒ି,ଵ௧ ∙ cos 0,2𝑡 
 
 Laplacetransformering ger 
 

𝐺(𝑠) =
1

𝑠 + 0,1
+ 0,3 ∙

𝑠 + 0,1

(𝑠 + 0,1)ଶ + 0,2ଶ
     ⇒        𝐺(0) =

1

0,1
+ 0,3 ∙

0,1

(0,1)ଶ + 0,2ଶ
= 10,6      

 
 
 
 
 



1d. 

𝐺(𝑠) =
𝐾

1 + 𝑠𝑇
             ⇒        

 

𝑌(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

𝐺(𝑠)

1 + 𝑎 ∙ 𝐺(𝑠)
=

𝐾
1 + 𝑠𝑇

1 + 𝑎 ∙
𝐾

1 + 𝑠𝑇

=
𝐾

1 + 𝑠𝑇 + 𝑎 ∙ 𝐾
=

𝐾
1 + 𝑎 ∙ 𝐾

1 + 𝑠
𝑇

1 + 𝑎 ∙ 𝐾

           ⇒      

 
Det återkopplade systemet har tidskonstanten  blir    
 

𝑇

1 + 𝑎 ∙ 𝐾
 

2. 

 Betrakta det återkopplade systemet nedan där  

𝐺(𝑠) =
2

𝑠(𝑠 + 6)
 

𝐹(𝑠) = 𝐾 +
𝐾

𝑠
  är en PI − regulator. 

 Dimensionera PI−regulatorn så att det återkopplade systemet  

 får en trippelpol i 𝑠 = −2.    2p 

F(s) y(t)r(t)
+

- G(s)

 

Lösning 

𝑌(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

𝐹(𝑠) ∙ 𝐺(𝑠)

1 + 𝐹(𝑠) ∙ 𝐺(𝑠)
=

ቀ𝐾 +
𝐾
𝑠

ቁ ∙
2

𝑠(𝑠 + 6)

1 + ቀ𝐾 +
𝐾
𝑠

ቁ ∙
2

𝑠(𝑠 + 6)

=
ቀ𝐾 +

𝐾
𝑠

ቁ ∙ 2

𝑠(𝑠 + 6) + 2 ቀ𝐾 +
𝐾
𝑠

ቁ
 =    

=
2൫𝐾𝑠 + 𝐾൯

𝑠ଶ(𝑠 + 6) + 2൫𝐾𝑠 + 𝐾൯
 =

2൫𝐾𝑠 + 𝐾൯

𝑠ଷ + 6𝑠ଶ + 2𝐾𝑠 + 2𝐾
 

Trippelpol i 𝑠 = −2 ger att nämnaren skall vara 

𝑠ଷ + 3 ∙ 2 ∙ 𝑠ଶ + 3 ∙ 2ଶ ∙ 𝑠 + 2ଷ = 𝑠ଷ + 6 ∙ 𝑠ଶ + 12 ∙ 𝑠 + 8 

Identifiering av koefficienter ger 

𝐾 = 6       𝐾 = 4 

  



3.     

 Ett system har följande överföringsfunktion 

𝐺(𝑠) =
3𝑒ି௦

4𝑠 + 3𝑒ି௦
 

a. Visa att systemet är stabilt.   2p 

Lösning 

𝐺(𝑠) =

3
4𝑠

𝑒ି௦

1 +
3

4𝑠
𝑒ି௦

ᇣᇤᇥ
(௦)

 

Låt 𝜔గ vara den frekvens för vilken   (𝑗𝜔)  skär den negativa realaxeln i 𝑠 −planet. 

arg  𝐿(𝑗𝜔గ) = −𝜔గ ∙
180°

𝜋
− 90° = −180°         ⇒       𝜔గ =

𝜋

2
    

|𝐿(𝑗𝜔గ)| =
3

4 ∙
𝜋
2

 
=

3

2𝜋
< 1 

Stabilt enligt det förenklade Nyquist-kriteriet. 

b. Bestäm systemet stationära utsignal 𝑦(𝑡) då dess insignal är 𝑟(𝑡) = 2 sin(𝜋𝑡 + 43°).     2p 

Lösning 

𝑦(𝑡) = |𝐺(𝑗𝜋)| ∙ 2 ∙ sin(𝜋𝑡 + 43° + 𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗𝜋)) 

|𝐺(𝑗𝜋)| =
3

|𝑗4𝜋 + 3 cos 𝜋 − 3𝑗 sin 𝜋|
=

3

ඥ3ଶ + (4𝜋)ଶ
= 0,232 

𝑎𝑟𝑔𝐺(𝑗𝜋) = −180° − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
4𝜋 − 3 sin 𝜋

3 cos 𝜋
= −180° + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

4𝜋

3
= −103,4° 

⇒       𝑦(𝑡) = 0,232 ∙ 2 ∙ sin(𝜋𝑡 − 60,4°) 

4. 

Blockschemat nedan visar ett reglersystem innehållande en process och en P-regulator 𝐹(𝑠) = 𝐾.  

Processen ges av    𝐺(𝑠) =
1

(𝑠 + 2)ଶ
 

Processen påverkas av en sinusformad störning 𝑣(𝑡) med vinkelfrekvensen 1,5rad/s och  

amplituden 3,0. 

a. Beräkna amplituden för den sinusformade komponenten i utsignalen då ingen återkoppling 
används (𝐾 = 0).   1p 

b. Bestäm P-regulatorns förstärkning 𝐾 så att fasmarginalen blir 40°.  2p 

c. Hur stor blir, med detta 𝐾-värde, amplituden hos den sinusformade komponenten i 
utsignalen?   2p  



y(t)
u(t)e(t)

r(t)
+

- +

v(t)

+
F(s) G(s)

 

Lösning 

a. Amplituden blir  

𝐴 = 3,0 ∙ |𝐺(𝑗𝜔)| =
3

|2 + 𝑗1,5|ଶ
= 0,48 

b. Fasmarginalen 40° ges av  𝜑 = 180° − 𝑎𝑟𝑔𝐾𝐺(𝑖𝜔), så att 

 𝑎𝑟𝑔𝐾𝐺(𝑖𝜔) = −2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝜔 = −140°,  vilket ger 𝜔 = tan 70° = 2,747 

 Detta ger 𝐾 enligt 

|𝐾𝐺(𝜔)| = 1        𝐾 =
1

|𝐺(𝑗𝜔)|
= |2 + 𝑗𝜔|ଶ = |2 + 𝑗2,747|ଶ = 11,55 

5. 

Betrakta det återkopplade systemet nedan, där 𝐹(𝑠) är en PI-regulator enligt 

𝐹(𝑠) = 𝐾 ∙ 𝑇 +
𝐾

𝑠
 

F(s) Y(s)
U(s)

R(s)
+

-
1

s(s+2)

 
a. För vilka värden på 𝐾 och 𝑇 är det återkopplade systemet stabilt?  2p 

Lösning 

Den karakteristiska ekvationen ges av 1 + 𝐿(𝑠) = 0, dvs  

1 +
1

𝑠(𝑠 + 2)
∙

𝐾𝑇𝑠 + 𝐾

𝑠
= 0     ⇒      𝑠ଷ + 2𝑠ଶ + 𝑠𝐾𝑇 + 𝐾 = 0  

Routh-H ger 

𝑠ଷ       1        𝐾𝑇 
𝑠ଶ       2        𝐾 
𝑠ଵ       𝑐       0 
𝑠       𝑑 

𝑐 =
2𝐾𝑇 − 𝐾

2
=

𝐾(2𝑇 − 1)

2
       

Enligt Routh-H:s kriterium är systemet stabilt om    𝐾 > 0, 𝑇 > 0,5 



 b.          Visa att  max
ఠ

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
√2 ∙ (2𝑇 − 1)

4√𝑇
                                                                                   3p 

Lösning 
𝜑 = 180° − 90° − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

ఠ

ଶ
− 90° + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝜔𝑇 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝜔𝑇 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

ఠ

ଶ
         ⇒ 

  

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝜔𝑇 −

𝜔
2

1 +
𝜔

ଶ𝑇
2

= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝜔(2𝑇 − 1)

2 + 𝜔
ଶ𝑇

= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑄 

𝜑 har max när  argumentet 𝑄 för arctan har max. Alltså då 
𝑑𝑄

𝑑𝜔
= 0 

Derivering ger då 

𝑑𝑄

𝑑𝜔
=

(2𝑇 − 1)(2 + 𝜔
ଶ𝑇) − 2𝜔𝑇 ∙ 𝜔(2𝑇 − 1)

( )ଶ
=

(2𝑇 − 1)(2 − 𝜔
ଶ𝑇)

( )ଶ
= 0 

Max 𝜑 erhålles då  

𝜔 = ඨ
2

𝑇
 

Det ger  

𝜑ெ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
ට2

𝑇
∙ (2𝑇 − 1)

2 +
2
𝑇

𝑇
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

√2 ∙ (2𝑇 − 1)

4√𝑇
                    𝑉. 𝑆. 𝑉 

c. Bestäm 𝐾 och 𝑇 så att  max
ఠ

𝜑 = 45°.   2p 

Lösning 

√2 ∙ (2𝑇 − 1)

4√𝑇
= tan 45° = 1       ⇒       √2 ∙ (2𝑇 − 1) = 4√𝑇      ⇒    2 (2𝑇 − 1)ଶ = 16𝑇    ⇒ 

4𝑇ଶ − 4𝑇 + 1 = 8𝑇      ⇒      𝑇ଶ − 3𝑡 + 0,25 = 0       𝑇 = ቊ
1,5 + √2

1,5 − √2
 

Men enligt a-uppgiften skall  𝑇 > 0,5, därför gäller 

𝑇 = 1,5 + √2 ≈ 2,914 

b.  

𝐿(𝑗𝜔) = 1    ⇒    ฬ
1

𝑗𝜔(𝑗𝜔 + 2)
ฬ  ∙ ቤ

𝐾(𝑗𝜔𝑇 + 1)

𝑗𝜔
ቤ = 1         ⇒     

𝐾 ∙ ඥ1 + 𝜔
ଶ𝑇ଶ

𝜔
ଶ ∙ ඥ4 + 𝜔

ଶ
= 1    ⇒   

𝐾 =
𝜔

ଶ ∙ ඥ4 + 𝜔
ଶ

ඥ1 + 𝜔
ଶ𝑇ଶ

=

2
𝑇

ට4 +
2
𝑇

ට1 +
2
𝑇

𝑇ଶ

=

2
𝑇

ට4 +
2
𝑇

√1 + 2𝑇
=

2√2

𝑇√𝑇
√2𝑇 + 1

√1 + 2𝑇
=

2

𝑇
∙ ඨ

2

𝑇
 



6. 

Schemat nedan visar ett återkopplat system där 

𝐴 = ቂ
0 2

−3 −4
ቃ        𝐵 = ቂ

0
2

ቃ         𝐶 = [1 0] 

y(t)
u(t)

r(t)
+

- CKr x=Ax+Bu

K

x(t)

a. För vilka värden på 𝐾 är systemet stabilt? 3p 

Lösning 

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵 = [1 0] ቂ
𝑠 −2
3 𝑠 + 4

ቃ
ିଵ

ቂ
0
2

ቃ =
1

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6
[1 0] ቂ

𝑠 + 4 2
−3 𝑠

ቃ ቂ
0
2

ቃ = 

=
1

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6
[𝑠 + 4 2] ቂ

0
2

ቃ =
4

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6
 

Den karakteristiska ekvationen  1 + 𝐾𝐺(𝑠) = 0 blir 

1 +
4𝐾

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6
= 0       ⇒       𝑠ଶ + 4𝑠 + 6 + 4𝐾 = 0        ⇒  

Systemet är stabilt om     6 + 4𝐾 > 0        ⇒       𝐾 > −1,5 

 

b. Låt 𝑟(𝑡) vara ett enhetssteg. Bestäm 𝐾 så att lim௧→ஶ 𝑦(𝑡) = 1 under förutsättning att 
𝐾 stabiliserar systemet.  2p 

Lösning 

𝑌(𝑠) = 𝐾 ∙
𝐺(𝑠)

1 + 𝐾𝐺(𝑠)
= 𝐾 ∙

4
𝑠ଶ + 4𝑠 + 6

1 +
4𝐾

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6

=
4𝐾

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6 + 4𝐾
 

lim
௧→ஶ

𝑦(𝑡) = lim
௦→

 𝑠 ∙ 𝑌(𝑠) = lim
௦→

 𝑠 ∙
4𝐾

𝑠ଶ + 4𝑠 + 6 + 4𝐾
∙

1

𝑠
=

4𝐾

6 + 4𝐾
= 1       ⇒        𝐾 =

6 + 4𝐾

4
 

 


