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1����
�� )%�7���� %'��)%���+�)��
������

G1(s) =
0.1

s + 0.1
, G2(s) =

10

s + 10
,

G3(s) = G1(s) · G2(s), G4(s) =
G1(s) + G2(s)

2
.

�8 9���� ��� ).�� ���+�'�� ������ �**� ����+����� �� ��� ���+ &�� �&*�����
��� � ��& ��++� *( '�� t = 0� 5�+� )%� '��7� %'��)%���+�)��
���� �'��
'��
�� �' ���+�'���� ����� ��& $��� &���'���� ��� ��
��+� ���+�'�����
9����� ��� ��� �� &%7��+� ��� �(+�� ����� �(+�� ���+�'�� ����� ���� �%�
���* &�� �(+�� %'��)%���+�)��
���� �'��� 4���'��� ���� �'��:

;#*8
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$8 1����& �� 2���+������ )%� G3(s) �( ��� ��� (���
�**���� �.���&�� )(�
�� *�� � ���+�� ��� ��&��� ��� (�����(���� *����<

;#*8

/8 5���+ ��� �� '��
��+ *��/��� $��
��'� �' G3(s) �'�� &�� )%� ��� )( �(
��
�� ��
���+�� ��& &%7��+� �( '� +%� �� ��+����������+� �( '��� '� ���
'���� �� �**��=�&���' )%���� ������+��� &����� �' *��/������ ��+����
����� ��'����
��+� �**+�)� �� ��� )%�7� �(�+��&&� $%�'�����������+���
5' G1(s) �/� G2(s) �'��� '��
�� �� $��� ��� ��'���� ��& �**��=�&���'
&����� �' G3(s) )%� ��� +%�� ����� ��+����������+�� 4���'��� ���� �'��<

;#*8

�

>�&$����� &����� ����+����� y(t) �/� ����+����� u(t) )%� �� &��
�� ��& �
�
��.��� $��
��'� �' )%�7���� ��?���������
'�����

αẏ(t) + βy(t) = u(t), y(0) = 1.

�8 5'+%� )%� '��
� α �/� β ��& ���� $�+������� ����+����� +�� �**��' ����
$�+������� ����+������ �'� �.���&�� �� ��@�����+��� ���$���� �� ��+���
�� $�+������ �& ��� ������ �(���� ��+ ���& ��� �����+� �����'����

;#*8

$8 �(� α = β = 1 �/� u(t) = sin(t) + cos(2t), t ≥ 0� 1����& ��� y(t) ���
�� ����������� �'� �( ������������� 
���+�� �'�

;�*8

#



�

�� ��
�� �/� � &(�+� )��� ��'���$�� &���� )%� ��� ����+�� ��+������ �� �(

����� λ������+� λ������+ ��'���� A���+� ���& *��/������������� 2( '����+
���� 
�� '� ���� ��� $��/
�/��&� %'�� ��.��.���&��

�r + � �e F (s) � G(s)
+ ��

v
+

� �
y

�−

B 
������ +(� λ������+ �� *( )%�7�����

�� 5**��=�&��� *��/����� ��& �� '��� ��.�� &�� �� )%���� ������+���
&����� &�� �%����� �'�

G(s) =
K

1 + sT
e−sL.

#� 1����& ��+������� F (s) �( ��� ��� (���
�**���� �.���&�� )(� %'��)%�
���+�)��
������

Gry(s) =
1

1 + sλT
e−sL,

��� λ �� �� ����+�*���&�����

�� �
� �� ������%
� λ������+ ���� ���&����
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�8 ���� ��� λ������+ &��)%� ��� %'��)%���+�)��
������ )%� ��+������� $��
�
��'� �'

F (s) =
1 + sT

K(1 + sλT − e−sL)

;#*8

$8 B ����+����+�� �
� &�� '��7� λ� ��&&�� $%�'�����������+�� ��� )%�7��
$����� �( λ %
�� ����� &���
��< 4���'��� ���� �'��:

;#*8

/8 ,( *��/����� ��& �
� ��.��� ��
��� �%����� �'� L = 0� �( &��)%� �����
��� ��+������� � �8 �� �'� �� )�(� 
������ '��
��� ��+�������.* � '��
��<

;�*8

�8 5���+ ��� *��/����� ��
��� �%����� �'�� L = 0� 1����& 
�����+�����
)��
������ S(s) �/� ����� ��� &./
�� *��/����%����+�� �' �.*�� v(t) =
sin(ωt) *('��
�� ����+����� y(t) )%� �(+� ���*� �%+� )��
'������ ����+%�
�'�� )%� ��� '���� �' λ *('��
���

;#*8

�

1����
�� ��� (���
�**���� �.���&�� ����+� C+���� ������ ���

F (s) = K(1 +
1

sT
), G(s) =

s

(s + 1)3
.

�r + � �e F (s) � G(s)
+ ��

v
+

� �
y

�−

�8 ���� ��� ����� ����+���'��
�� � ��+������� ;�/� ��� ���$��� (���
�**���
�.���&8 �( $��� ��� 
'����(���� )���� '�� ���+��%����+�� v(t) = v0σ(t)
���� 0� ���)%� �� ��� �(<

;�*8

$8 1����& K �/� T �( ��� )��&��+������ ϕm = 45◦ '�� %'��
������+�)���

'����� ωc = 1.5 ���@��

;#*8

�
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0�+���� ����� '���� *���/�*�� )%� *�����������+ �' ���@�
��'���'�� � �� '���
��+ �(�����
 )%� �������� ���@�
��'���'���� ������ *( �� ��& '��� '��
�� θ

�� &����� 5�&�� 
�� ��.��� +���& ��� '������ ���%&&��� i(t)� +���& ��&�
&������ 5�&��� �%����� 
�� $��
��'�� �' ���� ��%+����&�&��� J � ��� '��
%�
�� ��+����&*���+�� d ;*��*��������� &�� ��������������+����� ��� ��&��8
��&� )7����
��������� k� )%� ��� )7���� ��& ����'�� ��� (���)%�� ��&�� ����
��� D�����+�E� 5�&&������ &�&��� �� *��*���������� &�� ���%&&�� &�� ��
*��*�������������)�
��� Ki�

Ω

θ

��&&���� ��&

���
&����

���@�
��'
��'��

0%�7���� *���&����'���� +������ J = 0.01 9&@;���@�28� d = 0.1 9&@;���@�8�
kF�� 9&@���� KiF���" 9&@5�

�8 ���� ��� %'��)%���+�)��
������ )�(� &�������%&� i(t)� ���� ��&'��
���
θ(t)� 
�� $��
��'�� �'

;#*8

G(s) =
5

s2 + 10s + 1000

$8 ,�&��������� �� ��+������ )%� *�����������+ �' ��&��� ,�� ���� 
��'��
*( ��+������� �� ��� (���
�**���� �.���&�� �
� �� �� )��&��+���� *(
65◦�

;#*8

"
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1����
�� (����+�� ��+������� ��& ���(��� '� λ������+�

F (s) =
U(s)

E(s)
=

1 + sT

K(1 + sλT − e−sL)

��� e(t) �� ����+����� ���� ��+�������� �'�� ��+���)����� �/� u(t) �� ��+��������
����+���� �'�� ��.���+������

�8 >
��' ��+������� *( ����)��&� �'�� ��+� �� ��?���������
'����� ��& �(
��� ��*��/������)��&���� +�� F (s) �'���

;#*8

$8 0%� ��� �&*��&������ ��+������� � �� ����� $��%'�� '� �������
��������
��+������� �'�� �)�����& ������ $��� ����� �' )���� e(t) �/� $���
�
��� ��.���+����� u(t) '�� ���
���� ���*��
���� �� $���/
��� &�� ��&*�
���+������'����� h �/� '��7�� h �( ��� �%������ L �� �� 7�&� &����*��
�' h� �'�� L = ch� ��� c �� ��� ������� ����� ��.���+����� �)��� k ��&*�
���+�� u(kh)� )���� e(kh)� ����� *( ��&&� ���� ��.���+����� �)��� k − 1
��&*���+�� )%� u((k − 1)h) �/� )���� )%� e((k − 1)h)� 1����& u(kh)
��& )��
���� �' ��+���)���� e(kh) �/� ����+��� ��.���+����� �/� ��+���)���
������+� ��� ��
��� ���� ��� +%�� �� �������
����**��=�&����� �' ��
��������'��� ��

ḟ(t) ≈ f(t) − f(t − h)

h
.

;�*8
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�8

G1(s) =
0.1

s + 0.1
=

1

1 + 10s

G2(s) =
10

s + 10
=

1

1 + 0.1s

����
��������� )%� G1 �� �(����� 10 �/� )%� G2 $��� ��� 0.1� >��+�'��
)%� ��� ������+��� �.���& +�� �'

y(t) = K(1 − et/T )

,��)%� &(��� '� �� G1 − d ��&� G2 − b�

G3(s) = G1(s)G2(s) =
1

1 + 10s
· 1

1 + 0.1s
=

100

99
· 1

1 + 10s
− 1

99
· 1

1 + 0.1s

,'� '� ��� ��� ���+�'���� )%� G3 ���� ��&������ �' G1 $����+��� '��
��
�� ���� �������+� �)�����& ��� �(�+��&&���� 
�&*������� 
�&&�� ���
����� $�+�������+�� )%� ��� ���$$� ��� ��&&������� �.���&�� 
�� ���
�+���� ,�� +����� ��� G3 $��� $��
��'� �' ���+�'���� � C+�� d� 0%� G4


�&&�� ��� ���$$� ������ �'� $����+�� )�(� G2/2� ���$$� ��� +( �**
���� ��"� �/� ����� 
�&&�� $����+�� )�(� G1 ��� �(�+��&� ���&� ��+ ��"�
,'� C+���� � �8 &���'���� $��� ����� ���+�'���

$8 2���+������ &��)%� ���

L(s) =
Kp

(s + 0.1)(s + 10)

,�� (���
�**���� �.���&��� *���� +�� �'

1 + L(s) = 0.

,���� &��)%� ���
s2 + 10.1s + 1 + Kp = 0

,'� Kp = −1 +�� �� *�� � ���+�� ,�� (�����(���� *���� ��&��� �( �
−10.1�

/8 G1(s) �� $��� ��� ��'���� �)�����& ��� $��
��'�� ��� ��'����
��+�
�.��&�
��� �� �8�
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�8 >.���&�� $��
��'� �'

αẏ(t) + βy(t) = u(t), y(0) = 1.

,���� ����$�� ��� %'��)%���+�)��
������ +�� �'

Y (s)

U(s)
=

1

αs + β
.

�� $�+������ ����+��� +�� �**��' ���� �� $�+������ ����+��� �( ����
*���� ��++�� ����
� '������ ���'*���� α = 0 &��)%� ����
� ��� ����+�����
�� ����
� *��*��������� &�� ����+������ B )����� �( α �= 0 �( +�� *���� �'

s = −β

α
.

1�+������ ����+��� &��)%� ���)%� $�+������ ����+��� �( ���+�

β

α
> 0.

9����� �*�/����� ��� y(0) ���� *('��
�� ��@�����+��� ���$���������

$8 α = β = 1 �/� u(t) = sin(t)+cos(2t), t ≥ 0� >.���&�� �� ���$���� �� '��
��� )%� ���7��� ���$��� �.���& �( +����� ���������� ��� �� �������+��� �� ����
�.���&�� &��)%� ��� ����+����� �� �� �������+��� &�� ��&&� )��
'���
)��� ��� �� )%�����
� �/� )��'������ 0%�����
���+ �/� )��'������+ ��
)��
'���$�������� 0%�����
���+�� +�� �'

|G(jω)|

�/� )��'������+�� �'
arg G(jω)

0%� ���7��� �.���&�� �( 
�� $����+�� )�(� �'( ����+����� ��& ��������
����� '������� $����
��� '�� )%� ��+� 6���������&�� �
��'�� '� �& ���� ��
��������& *( )%�7���� ���� cos(2t) = sin(2t + π/2)�






|G(jω)| =
1√

1 + ω2

arg G(jω) = − arctan ω

|G(j)| =
1√
2
, arg G(j) = − arctan 1 = −π

4
rad

|G(2j)| =
1√
5
, arg G(2j) = − arctan 2 ≈ −1.11 rad

,���� &��)%� ��� ����+����� ���������� $���

y(t) =
1√
2

sin(t − π

4
) +

1√
5

sin(2t + π/2 − 1.11).

�

�8 �� ��� ���

G(s) =
K

1 + sT
e−sL,

Gry(s) =
1

1 + sλT
e−sL.

,������& +����� ���

Gry(s) =
F (s)G(s)

1 + F (s)G(s)
.

,���� &��)%� ���

Gry(s) = F (s)G(s)(1 − Gry(s)),

'��
�� +��

F (s) =
Gry(s)

G(s)(1 − Gry(s))
=

1 + sT

K(1 + sλT − e−sL)
.

$8

Gry(s) =
1

1 + sλT
e−sL =

1

1 + sT2

e−sL.

,'� ����
��������� T2 %
�� �( λ %
�� '��
�� ����$�� ��� �.���&�� )%�7��
$%�'�����������+�� �(�+��&&����

!



/8 L = 0 ����$�� ���

F (s) =
1 + sT

K(1 + sλT − 1)
=

1 + sT

sλKT
,

'��
�� �� �� 2B���+�������

�8

S(s) =
1

1 + F (s)G(s)
=

sλT

1 + sλT

|S(jω)| =
ωλT

√
1 + (ωλT )2

,'� )%� �&( ω +�����
|S(jω)| ≈ ωλT.

0%� ����� ω +�����
|S(jω)| ≈ 1.

�� ��� ��� ��� �& '� %
�� λ �( 
�&&�� �/
�( �(+)��
'���� ��%����+��
��� *('��
� ����+����� &���

�

�8
E(s)

V (s)
= − 1

1 + F (s)G(s)

k.f. = lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE(s) ;�& +����'����� �=�������8

V (s) =
v0

s
⇒ E(s) = − lim

s→0
s

1

1 + K(1 + 1
sT

) · s
(s+1)3

v0

s
= − v0

1 + K/T

,���'����+ ��� *��/����� 
��/������� �' ����+���'��
�� ��� ��+��������

��



$8

|F (jωc)||G(jωc)| = 1 ϕm = 180◦ + arg F (jωc) + arg G(jωc)

arg F (jωc) = −90◦ + arctan(ωcT ) = ϕm − 180◦ − (90◦ − 3 arctan ωc)

=⇒
T = 0.45

|F (jωc)| =
K

ωcT

√
1 + (ωcT )2 =

1

|G(jωc)| =
(1 + ωc

2)
3
2

ωc

=⇒
K = 2.18

�

�8 0�(� 9�G���� ��+ )%� ��������� �.���& '�� '� ��� ������+�� �' �%����
��&��+����&�&��� *�� ��������� �� ��
� &�� ���'���� &�&��� &����
$��������� &�&����

Jθ̈(t) = Td(t) − kθ(t) − dθ̇(t)

��� Td(t) = Kii(t) �� ��� ���'���� &�&������

Jθ̈(t) + dθ̇(t) + kθ(t) = Kii(t)

��*��/������)��&����+ +��

Θ(s)

I(s)
=

Ki

Js2 + ds + k
=

0.05

0.01s2 + 0.1s + 10
=

5

s2 + 10s + 1000

$8 2�%'� &�� �� 2���+�������

F (s) = Kp =⇒ L(s) =
5Kp

s2 + 10s + 1000

��



,( Kp > 0 +������

|L(jω)| =
5Kp√

(1000 − ω2)2 + 100ω2

>( ���+� '� �� � )%���� ����� )7���� 
'�������� +����� ;���
 *( ��� arctan
���������� ��� ��� &����� −π/2 �/� π/28

arg L(jω) = − arctan(
10ω

1000 − ω2
)

2�� ��C������ +����� ���
|L(jωc)| = 1.

���'�� *( -" +������ )��&��+���� &��)%� ���

arg L(jωc) = −115◦.

���
�� &��)%� ��� '� &(��� �%�� ;���
 *( ��� '� �� � ����7� 
'��������8

− arctan(
10ωc

1000 − ωc
2
) = −115◦ + 180◦.

,���� �%��� ��
���� ��&����
�� '��
�� +�� ωc ≈ 34.1 ���@��

1����& �� Kp �( ���

Kp =

√
(1000 − ωc

2)2 + 100ωc
2

5
≈ 75.6

�

�8
K(1 + sλT − e−sL)U(s) = (1 + sT )E(s)

=⇒
(1 + sλT − e−sL)U(s) =

1

K
(1 + sT )E(s)

=⇒
λT u̇(t) + u(t) − u(t − L) =

1

K
e(t) +

T

K
ė(t)

�#



$8

u(t) = u(t − L) − λT u̇(t) +
1

K
e(t) +

T

K
ė(t)

u̇(t) ≈ u(t) − u(t − h)

h
, ė(t) ≈ e(t) − e(t − h)

h
.

>��� �� �� �**��=�&��������� � ��?���������
'��������

u(t) = u(t − L) − λT (
u(t) − u(t − h)

h
) +

1

K
e(t) +

T

K
(
e(t) − e(t − h)

h
)

=⇒
u(t) =

h

h − λT
(u(t − L) +

λT

h
u(t − h) +

h + T

Kh
e(t) − T

Kh
e(t − h))

�� $.��� �� $���/
���+�� +���& ��� �(�� t = kh� �/� L = ch�

u(kh) =
h

h − λT
(u((k−c)h)+

λT

h
u((k−1)h)+

h + T

Kh
e(kh)− T

Kh
e((k−1)h))

H'����(���� ��?������
'����� 
�� ��
��� *��+��&&���� �� � �� �����
��& *( ���� 
�� �&*��&������ ��� %��
��� ��+���)��
�������

��


